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IL PENSIERO MATEMATIOO,
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Signore e Signori,

A elasenno
nella maggior parte
soltanio in quelle che gj §volgono nell’amhit
Tecnica, s Presentano caratteri, piat o meng
i guali i linguaggio mate
Questo linguaggio.
8010 formati ¢

argomento che
0ggi sebbene
Spetti di guests siano ricordati,
L'ideale sarebbe che, partendo daj diversi concett; fondamen-
tali della Matematica, antica o moderna, si riugeigg
ciascuno (i €88, il filo dj
varie Scienze fing alle

nella vita dj oggi,

{*) La presente conferenéa,
del Oongresso,




le teorie che vi
di collegamento,

8i, tutti e tre classiel e seeolari nella loro ori-
gine, che costituiseono come fre pilastri gyi quali & costituitg, gran
barte dell’Analisj matematiog moderng, ; intendiamo dire VAnalisj ip.
ﬁnitesimale, PAnalisi dei fenomeni aleatorq e DPAnalisi armoniea,

Pasgseremg Doi ad altri toncetti in gran parte di carattere algebrico,

Analisi inﬁnitesimale.

8i lancia un grave nel vuoto ; bensiamolo Ianciate obliquamente

verso Valto: eggo descrive ung, traiettoria {8 ben noto che Questa &
3 parabola) (vedi fig, 1). '

Consideriamo gy istanti ¢ ¢ b =1, A, le due DPosizioni

Py e P, del grave in detti istanti ¢ Pineremento Ay della quotg

da #; a ¢, — b+ A8 (A2 Pincremento de]

tempo ¢ e y b funzione di £). Che coga 8i pud dire delPincremento

di quota 8¢, anziché considerare Vintervallo syt + dt) A durats

At, si considerano ghi intervalii (tg %y~ 248), (t,, 4,4 348),... & durata

doppia,. tripla, ... del brecedente ¢ Ebbene, Pincremento dj quota &

approssimativamente 24y, 3dy, ... (ciod eggo approssimativamente 8i

raddoppia, si triplica,...) ; Questo “approgsimativamente » diventa tan-

to pid stringente e breciso quanto Pit & breve 1 durata A¢; il coef-

i accennato al quale gj approssima i1

derivata » dellg quota y (¢)

€punto » ¢, : questa derivata & un

ente legato ali’« Intorne infinitesime » dell’istante % ed & un notevole

-
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carattere «locale » nel punto ¢, : guesta derivata varia, in generale,
&l variare dell’istante ¢ . Una analisi pin accurata, che in sostanza
& un’analisi dell’« approssimati y conduce alla de-
rivata della derivata, ciod allg derivata secouda, alle derivate gpe.
cessive ece. I fondatori dell’Analisi infinitesimale (NEWTON, -LEreNIz,

fig. 1

BERNOULLI, ..) insegnarono a trattare questi enti mediante un caleolo
appropriato : il « calcolo infinitesimale ». '

Adesso vorrei segnalare Loro due fatti I primo riguarda il
punto @, di masgsima quota: diciamo #* Vigtante in eui esso viene
raggiunto ¢ consideriamo, come prima, gli incrementi del tempo
Aty 243, 34t ... a partire da ¢* ¢ i corrispomdenti increment; {in
questo easo negativi) dellp quota: ebbene gli incrementi adegsso si
Presentano in modo fale che il secondo & 4 volte il primo, il terze
& 9 volte i1 primo ece,. Nel fenomeno in esame listante ¢* (cop Ia
corrispondente posizione Q. & il solo 8 presentare questo _COmpor-
tamento diverso da qualunque altro istante : ¢* & Pistante nel quale
la posizione del grave presenta la quota « stazionaria » ; nel valore
* (della variabile indipendente t) la derivata della quota y & nulla
ed & necessaria Panalisi locale Pilt  sottile ber descrivere in quale
modo approssimativamente gi tomporta la quota stegsa al variare
del tempo ¢ nell’intorno delVistante t*,

La seconda Osservazione riguards Panalisi del fenomeno «nel
‘finito » anzichp nell’infinitesimo : domandiamoci se gig possibile de-
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terminare Ia quota della posizione B alVistante ¢ essendo Vinter-
vallo (¢,,%) anche di dupaty ¢ — )y non piccola e nen atteggiala g
impiceolire : la risposta & affermative o questa determinazione ri-
chiede una analisi locale pilt microscopica nell’intorne dell’istante ¢..

In sostanza qui abbigmo fatto due osservazioni : 1%) la propor-
zionalitd dei piecoli Ay ai piccoli At ecade in difetto in gn punto
interessante : quello i quota stazionaria ; 2% Panalisi locale nell’in-
torno di #, ci consente di determinare 1a quots in un istante lon-
tano da f£,. '

Accenniamo di sfuggita ad un altro esempio, Consideriamo un
pendolo semplice nel vuoto (vedi fig. 2): se esgo @ abbandonato
da una posizione, di cui diciamo 6 Pampiezza, le successive oscilla-

zioni hanno egnale durata ; se esso
viene abbandonato dallg Posizione
corrispondente all’ampiezza 8 + 48,
la: durata dell’oscillazione differisce
dalla precedente e la  differenza
diventa approssimativamente dop-
bia, tripla, ecc. se si raddoppia, si

triplica, ece. Vineremento dell’am-

DPiezza portandolo a 2 40, 3 48, ece.
Se lincremento Ag & agsuntq par-
tendo da 0 =0, ciod dalia posi-
zione di riposo, questa proporzio-
nalitd si perde, La posizione di ri-
Poso eorrisponde a una «conﬁg‘u-
razione staziomarias del sigtemsy ;
ad essa tenders il sigbems, stesso quando sia dissipativo, per esempio
quando si trovi in presenza della resistenza dellarin o in presenza
di attriti,

Come & hen noto, melti fenomeni naturali, oppgrtunamente
sehomatizzati, si studiano con VAnalisi infinitesimale che oi insegny
& impostare e rigolvere le equazioni differenziali che regolano i fe-
nomeni stessi: sj pensi per esempio alla Meceanica razionale e alla
Fisica matematica classica. In questi casi si applicano prineipi 1a
eui validitd ci assicurs che Ig configurazione del sistema in un dato
istante ¢ dipende esclusivamente da quelfa nell’istante iniziale i e
da quella acquisita posteriormente nell’istante to+ At con At inf-
nitesimo. Nella maggi

fig, 2

=
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che qui non & possibile preeisare. La Meceanica celeste fornisce

-modelli importanti di questo tipo, K, aucora, procedimenti di pro-

lungamento consentono di ricavare, gquando Ia schematizzazione sia
appropriata, le configurazioni Tontane da quella iniziale Per mezzo
dell’esame di quelle nell’intorno infinitesimo di questa. '

" Im legge che governa un fenoweno pud talvolia assumere Va-
spetto di equuzione alle « differenze finite » o di sistemi di talj
equazioni : eiod di un legame, o sigteina ai Tegami, fra i valori che
quantitd  variabili assumono in una successione di valori staceati
Puno dallPaltro ¢, , Yty , by .o della variabile indipendente ¢ (sueces-
sione « disereta » anzichd nu ordinato eontinue): siamo condotti sul
cosiddetto « caleolo delle differenze finite », classico e secolare, che,
nelle posizioni di parfenza, & di infuizione pilt immediata di quello

- degli infinitesimi, II sno sviluppo prese vigore in parallelo col cal-

eolo differenziale, oggetto dell’Analisi infinitesimale : ci 8l accorse
delle profonde analogie che leguno I"algoritmo differenziale con quello
delle’ differenze finite e questo venne illuminato da quello, In tempi
recenti, una rivalss del caleolo delle differenze si & presentata eon
i cosiddetti « metodi stroboscopici » : qnesti metodj 51 servono delle
differenze finite per o studio di sistemi governabi da equazioni dif-
ferenziali, fissando D’attenzione su Una successione di valori staccati
tyyt 5%, ... della variabile indipendente ¢ (per esempio il tempo)

-eome se del sistema si assumesse uny, successione di fotogrammi

opportunamente intervallati. Tn particolare negli ultimi decenni ij
calcolo delle differenze finite ha trovato applicazione nell’Economia
matematica : ben si comprende che un sistema“economico conereto
pud essere convenientemente sﬁttaposta a rilevazioni lungo una sue-
cessione di istanti intervalluti regolarmente mnel tempo, e le egua-
zioni alle differenze si presentano in modo spontaneo. Ancora pit
recentemente il ealeolo delle differenze finite ha trovato applicazione
Pratica veramente Dbrillante neila risoluzione umeriea delle equu-
zioni differenziali (sia ordinarie che alle derivate parziali} con I’'nso
degli elaboratori elettroniei veloci: si tratta di equazioni differen-
ziali che traducono problemi posti dalla Fisica matematica, dalla
Fisica teorica, dalla Scienza delle costruzioni ¢, in. generale, dally
tecnica (per esempio ‘deformazioni elastiche, vibrazioni, conduzione
del calore, elotéromagnetismo ecc.); queste equazioni sono aceom-
pagnate dalle cosiddetie condizioni iniziali o dalle condizioni al con-
torno che garantiseono Punicita della soluzione de) problema traf-
tato. La impostazione del metodo & semplice e di sapore classico ;
la sua esecuzione prabiea richiede un numero encrme di operazioni
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aritmetiche brovenienti dg yng ripartizione minuta del campo sul
quale si cerea la soluzione e spesso guidate lungo brocedimenti detti
«di iterazione » nell’intento di approssimare Ia soluziona, Tresecn-
zione di un caleolo dj questo genere & praticamente possibile sol-
tanto se affidata ad un elaboratore elettronico. i fronte a questi
elaboratori sone ritornati in onore concetti e procedimenti she nei
tempi andati avevano soltanto un interegse teorico.

In certe categorie i fenomeni, la configurazione a un deter-
minato istante non dipende soltanto dalla configurazione all’istante
iniziale e dalla variazione infinitesima nellintervallo infinitesimo di
tempo ad esgo Suecessivo, ma anche dg totta una serie continua qi
configurazioni preeedent; : questi fenomeni si dicono « eveditari »
(per esempio Velasticitd presenta tale aspetto) e la formulazione ana.
litica dei loro schemi conduee ad equazioni integrali (ciod ad equa-
zioni nelle guali Ig funzione incognita risulta sotto un segno di in-
tegrale) o ad equazioni integrodifferenzinli (ctod che possiedono i due
carabtaeri congiunti). Anche nel caleolo delle differenze finite si pre.
sentano equazioni che si trovano in analogia eon queste,

11 filone che abbiamo delineato si inserisce in un settore mo-
derno della Matematica : quello dell’Analisi funzionale, Classi di

funzioni concepite astrattamente tome « punti» vengono organiz-

zate in spazt (spazi a infinite dimensioni); la. impostazione o 1a 7i.
soluzione dei problemi, ciod Ia determinazione dj questi « punti »,
& accompagnata dal lingnaggio geometrico. Si intravede che la dif.
ficoltd concettuale sia consistita nella organizzazione di questi spazi
quando c¢i si & proposto di introdurre una « topologia », ¢igé Ia no-

zione di intorno di un -« punto », oppure una ;%netriea» con Ia

nozione di distanza qj due « punti» (ciod di due funzioni),

A questo ordine dij idee si & giunti dopo un lungo periodo di
evoluzione nel quale gi & inserito, come determinante, il terzo degli
atteggiamenti che abbiamo annuneciati e che verrd da moi illustrato
pid tardi, 2

Analisi dei fenomeni aleatori.

Il lancio della moneta, col risultado «testas o < croce s, il
lancio del dado, Pestrazione di una pallina da un’nrna contenente
palline che differiseono eventualmente solo per il éolore, costituiscono
esperienze il cui risultato & dovuto al « cago ». Lo studio di fenomeni
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che possono sehematizzarsi secondo eaperienze di questo tipo, ha
condotto, come & ben noto, al Caleolo delle probahbilita.

Fissiamo Vattenzione su un’urna di assegnata compogizione :
per esempio, contenente 8 palline bianche e 2 nere: 10 in tutto.
Si esegnisca una prima estrazione: la pallina estrafta & bianca oppure
nera : qnesta esperienza isolata non da aleung informazione sostan-
ziale sulla suddetta composizione; ma adesso fissiamo Pattenzione
salle gnatiro esperienze consecutive che veniamo ad esporre e che
concettualmente luminano proprietd importanti dei fenomen aleatord,

1% Eseguiamo una sequenza di. 100 estrazioni congecutive,
col riporre ogni volta 1a ballina entro Purna: Yesperienza insegna,
che «ecirca» 80 volte Pestrazione ha condotto .8 una pallina hianca
(80/100 = 8/10, otto palline bianche su dieci).

2% Procediamo a nng Seconda, pit complicata esperienza ;
eseguiamo una sequenza di 1000 sequenze di 100 esgra,zioni ciascuna
(¢ come nna insistente domanda,
rivolta ad analizzare quel «cir-
ca»). Registriame il numero delle
volte che in ogni sequenza di*100
estrazioni & uscita wung pallina
bianca : otterremo ung sequenza
i 1000 numeri, ciagcuno  dei
quali 81 scarta pitt 0 meno da 80 H
come sono distribuiti intorno al-
I'80? Per rendercene conto -{ve.
di fig. 3) riportiamo in ascissa x
gli scartt da 80, positivi e negativi, e in ordinata y 11 numero delle
volte, valntato in « per mille s, che ciaseuno & questi scarti si &
bresentato (saranno nnmerosi vicini allo zero e Pochi lontano dalle
zero). La sequenza di punii (z, y) cosi ottenuts i distribuigee in
modo che un profilo continuo Inngo tali punti assume la forma di
Uha carva a campana (la cosiddetta «carva di GAUSS » che Ti.
specchia la «legge esponenziale degli errori »h

3% Adesso ripetinmo tante volte questa esperienza di 1000

-sequenze di 100 estrazioni ciascuna e ogni volta costruiamo il pro-

filo a campana: ebbene si constata che quel profilo rimane sostan-
zialmente immutato,

4% Ingistiamo ancora nella domanda con un’ultims, esperienza
pitt complicats : immaginiamo i eseguire, prima 1000 sequenze di
100 estrazioni ciaseuna € poi di continuare fino g 2000 sequenze
di 100 estrazioni ciageuna, e poi di continuare ancora tino a 5000
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8equenze, fino a 1000¢ fequenze ece, :
pana,

pana, pur mantenendo fissa I’area glob i % e88a ¢ lagge
delle #, i Innalza nella gzopg centrale (vedi fig. 3) e, restringendosi,

tende ad aderire allasse delle ¥, abbassandosi nelly Zona lontang
dall’origine ;

denti,

errori». 8i intravede come, attraverso wna, concezione di questo ge-
nere, i fenomenj aleatori possane essere, non soltanto sottoposti g
calcolo, ma anche inseriti nell’ Analigi infinitesimale ; dg questo punto
di vista, gli scarti piceoli, che gy quel diagramma g campana sofkile
8i trovamo computati neila zong aghiforme intorno allagge ‘delie Y
si riferiscono a up agpetto tipico, molto proba-bile‘? anzi, estﬁremai

lamato
studio dei fenomen;j della macrofisica, gli eventi, concepiti come certi
nel senso classico, dovevano Conecepirsi invece, sotto il Lwove" punto
di vista, come tipici, ciod tome appartenenti alla classe di quelli
estremamente Probabili: in accordo con questa Ve'duta, il Caleolo
delle probahilita che sottopone g studio qualitative & quantitative i
.fenomgni aleatori, pone ip rilievo quelle confignrazioni che sono ti-
biche per il sistema. A ehiarimento aggiungiamo che' g bresentano
1'1.1 natura fenpomeni 001t reversibili nej quali, in generale, 1a confignra.
Zlone variabile tende g na configurazione tipica. (Uno éehema ele-
mentare : gj mischia la sabbig, omogenea contenuta in un recipiente
c].Je inizialmente gj trovava, distribnita Jingdue strati diversi e dj
‘(ilverso colore ; alla fine deﬂ’operazione, in ogni parte del reeipiente,
il rapporto delle quantity dei due tipi di sabbia & all’incirea 1o
Btesso: si tratia di an fenomene evidentemente irrevergibile per
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Pimpossibilita, di governarlo nel movimento a ritrogo !} Per questa
categoria di fenomeni i1 Caleolo delle probability & essenziale, in
aggiunta all’Analisi clasgica,

Ritorniamo-all’evoluzione verso Vasgpetto aghiforme della curva
a campana : la teoria degli errori di osservazione, costruita da GrAUss
e rivolta a definire la misura di ung grandezza fisica mediante pro-
cedimento operaiivo © strumentale si vgle di quella evoluzione per
ricavare, dalla linea mediana di qnella figura, Ia misura della gran-
dezza. in esame; questo ordine di idee che investe il problema, della
misura, distaccandosi daila posizione astratta di Buoripg dopo due
millenni, i fa sentire gquanto ampia sia la portata dei concetti che
alla buona andiamo esponendo.

11 problema della sistemazione logica di questa parte dell’Ans-
lisi i & evolute col tempo, fino ad impegnare 1’Analigi moderna :
in particolare 1a Teoria degli insiemi. Ya Teoria delle funzioni di
variabile reale definite puntualmente, ciod « punto per punto » (0,
come si dice, nel senso di DIRICHLET), richiamd Pattenzione sugli
insiemi di punti (nel piano, neilo Spazio, nei vart spazi), sulla loro
misura ¢ sulla nozione di integrale ; sorse cosi la misura degli in.
giemi gsecondo PEANQ-J ORDAN, seconde BORFEL e secondo LEBESGUR
© CON guesti coneetti si veniva a creare lo stromento per il problema
suddetto : in particolare, Ia elasse degli insiemi misurabili secondo
BOREL (costituente un cosiddetto g-anello e pertanto) regolata da
un’algebra in aceordo con quella snggerita dai prineipt fondamentali
delle « probability a priori », risultdo lo strumento adattissimo. Eb-
bene, la Teoria delle probabilith a priori si vale di quella piatta-
forma teorica e riceve un agsetto come parte dell’ Anaiigi matematica.
La ‘estrema probabilita (eiok la quasi certezza) & rivelata da insiemi
eccezionali di misura nunila oppure di misura infinitesima di fronte
& un procedimento di limite,

La Statistica, che si & tanto sviluppata in questi uliimi (ecennj,
ha una sua metodologia che si giustifies matematicamente traguar-
dando Ia Teoria delle probabilitd. Nel mondo d’oggi, caratterizzato
dalle comunicazioni intense e istantanee, dalPantomatismo operativo,
dalle possibilita ampie di selezione e i calcolo mediante gli elabo-
ratori elettronici, la Statistica puo  affrontare la descrizione di gi-
stemi estremamente complessi e centrare canse ed effokt; 0, meglio,
interazioni all’interno dei sigtomi stessi, '

Terminiamo questi cenni sull’ Analisi dei fenomeni aleatori eon
un’ ultima osservazione: I’ uso sempre pit esteso degli elaboratori
elettronici e il continno ampliarsi delle loro Possibilita hanno con-
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caleolo numerieo fondati broprie sostay-
zialmente sull’ Analigj aleatoria: allndo aj cosiddetti metod; Monte-

Carlo e analoghi, la epj esecuzione . fichiede ¥’ ugo q; < 8equenze

casuali» di numepi (da cid 1 richiamo alla sede tipica dej ginochi
d’azza.rdo). Quesii metodi consentono (j calcqla%e numericamentfe
espressioni attinent; all’ Analisj infinitesimale classica (per esempio
integrali, solnzioni di equazioni differenziali ordinarie e a derivate
parziali eee.) ciod espressioni tipicamente deterfiinisiiche e per le
quali erano noti Procedimenti Trministici di approssima-
zione, La via seguita & a prima vista paradogssale: la sua natura.
lezza & invece frutto delle possibility, dell’elaboratore elettronico

alle esperienze concettnali sul-
Vurna segnalate inizialmente o Praticamente inattuabili ; ebbene,
esperienze di tale tipo Opportunamente schematizzate sono divenute
attuabili grazje aghi elaboratori, Questo & uno dei fenomeni in cuj
1o strumento matematico aints YPintuizione col disancorarla dy,
' bosizioni di inerzig € con Vindirizzarly Verso nuove inattese vedunte,

Analisi armenica,

Consideriamo e Quabtro ginusoidi della figura 4 contrassegnate
eon 1, 2, 3, 4 g; beriodo rispettivamente 27, 2n/2, 20/3, 2mj4
{di frequenza, 1,2, 3, 4); 1a loro Somma ¢ la fanzione i] cui dia-
gramma & la lipeg tracciata con 8€Zno pid grosso : questa funzione
¢ la somma i quattro sinugoidi, Inversamente_: assegnata la fun-
zione sommsg gi puo risalire alle Quattro sinuseidi componenti ? ¢ in
quale modo ? Questo problema, qui posto in un ease elementare e
Semplice, & fondamentale - si tratta di compiere Panaligi armoniea,
di quella funzione, Un problemsa qi questo tipo &, come del resto
quéllo esaminato nell’ Analigi inﬁnitesima-le, un problems i « rap-
DPresentazione » (come Sommaj; tutiavia esso non si risolve eon nng
analisi locale nellinfinitesimeg (che condusse allo 8viluppo in serje
di TavrLor o serie di botenze), ma effettuando wedie dei valori della
funzione su tutte Pintervallo, mediante funzioni
semplice in esame, sono sin ¢,

Qnalche parola di orientamento Sopra a queste medie : tutti
8anno che cos’d la medig, aritmetica di yng Sequenza di numepi {per
8. la media dei voti i uno Scolaro); e ancora & noto che cosa gig
una medin ponderaty {(Per es. Ia media dei voii gj uno  scolaro,
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qﬁando ad essi si da peso maggiores 0 minore secondo Iimportanza
delle materie) ; e ancora una complicazione : media ponderata ?on
pesi positivi e negativi (i numeri che intervengono con beso negativo
& come se fossero cambiati di segno e pPresi con peso positivo)_. E,

f

fig, 4

infine, un’ultima complicazione : i valori di cuj 8i fa la med'ia, an-
zich® costituire un aggregato di wun numero fnito di numeri, sono
infiniti e dipendenti dalia variabile econtinua ¢ {per esempio il tempo)
in nn certo intervallo che assumiamo 0 =< f < 27 ; inoMre il peso
(positive o negativo) & una funzione dipendente aneh’esss, dalta va.
riabile ¢. Nelle condizioni gui in ultimo accennate, la media si pre-
senta spontaneamente come un integrale definito, Quando Ia funziox}e
J ) & periodica di periodo 27 ¢ Ia funzione peso & sin #¢ detta media

ha la forma

9x
by = El-—ff(t) sin ut dt, n=1,2,8,.);
14 .
0

§1 oftiene una successione 4i medie bis by, by ece. assumendo g —
=1, 2, 3 ece,
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Nel eago Semplice elementare

& segnato con tradto p

in somme del tipo che qui  presenti

funzioni peso delle forme Sin #t, cos ne 9 & in guegty
la media bonderata, eoq Peso sin wg, delly fun-

lo stesso g dica per cog ut
come peso di cog mt (m i i Znl.
In guesta Propriet) i ith loni eireolari
i nzione
scelta, pbroprio per ii modo come & 8tafg Costruita,

bresenta b, = 0, s =0, by=0,... e vale la partizione in 4 addend;j
() =b, sin ¢ - by sin 2¢ - be sin 8¢ -1 b, gin 45

dove b, , by, by, b, sono Jg quattre medi
la rappresentasion e Integrale.

Questya rappresentazi
mero finjito i addendj
tale analig conduce in generale 4 pyg serie di infinit termini,
costitnisce i] cosiddetto 8viluppo in serie di Fourrgp della funziope
stessa, Questo tipo di 8viluppo e altri analoghi, nacquero nell’in.
tento di dare risposta g problemi g; Fisica-matematica (eome pep
esempio vibmziom’, conduzione del calore ecg.),

Per iltustrare questo 8viluppo in serie presentiame molto bre-
Vemente up 68empio,

Consideriame 12 funzione J @), il eui diagramma 2 costituito dgi
due fratsi rettilinei i nella figury 5, Essa lpresenta ung
« discontinuig » el quale eggq «salta » da yp

PEr periodicits,

Portata neliy barte inferigre, L’analigi
di Fovrggr (costituita i infiniti termini) |

J = b, sin ¢ -+ b, sin 2¢ i 4 by, sin g -+ ..

[83] " GIOVANNI RICO: - Il peﬁsiero matematico cce, 18
e le somme parzialj bysint, b, 8in ¢ 4 &, sin 2t, ..., hanno diagramm]
dei q-ué,li nella figura sono segnati quelli corrispondenti alle somme

di 4, 6, 10 termini. I disgramini rispettivi dj queste somme vanng
avviluppando .

funzione f {t); ma, in prossimita del punto t =, nel q‘ua,le 81 pre-
senta la discontinuité,, clod un « salto *, questi diagrammi presentan.o
un saliente verso V’alto eq uno verso il hasso, rispettivamel'lte' a gi-
nistra e a destra ¢i queste punto; questo Saliente non si riduee

f
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col progredire dell’indice della Somma e si stahilizza intorno g .una,

certa pereentuale dellampiezza del salto: & yup fenomeno singolare
nel quale sembra che il di

¢, nell’in-
tento di

b
niente prendere lo

da saltare,

qui una breve divagazione. La sinusoide con-

trassegnata ¢on 1 {vedi fig. 4) (detta armonjea foudamentale) sia il
diagramma acustico della nota do; allora, le sinusoidi 2, 8, 4 rap-
Pregentang rispettivamente i) do all’ottava, 8opra, il suceessivo sof e il do
ancora successivo. Immaginiamo i1 suong emesso dalla vibrazione,
conforme alla lineg Somma delle quatire brecedenti e tracciata con
Segno rinforzato ; dal nostro orecchio esso viene sottoposto alPanalisi
armonica che coglie le quattro note costituenti un gradito accordo,
Sono ben noti prineipt che giustificano, con 1a bresenza di
rapporti semplici fra Je diverse frequenze delle vibrazioni, I'aseclto
gradito e riposante d; linee melodiche o di accordi, Non & qui il
caso di parlare delly Irisica come arte : ¢f basta rilevare che certe
descrizioni e glustificazioni fisiologiche sono connesse a fatti pups.
mente matematicd, Fondamentale 8, per esempio, il fatto aritmetico

12

che la radice dodicesima di 2 {clod }2) e le sue Successive potenze,
sebbene siano numep frrazionali, trovino Una veramente buong ap-
prossimazione mediante frazioni semplici (ciod eon termini Dbiceoli) :
diciamo fondamentale berchg questo fatto ha inflnito su certi aspetii
della mugica in occidente dal momento in eni venne accolt@, per
ragioni pratiche, la gecala temperata.

Sarebbe una evidente ingenuity colocare sulla falsariga mate-
matica 1 giudizi di valore riguardanti la musicq Come arte; tmtia-

via desidero qui osservare che Ig drastica evasione dellg musica -

moderna dagli schemi tradizionali hg condotto ad opere che gi val-
gone aneora pia di prineipi e schemi dj tipo matematico, Infatti,
mentre in passato Vapprezzamento veniva inconsciamente filtrato
attraverso la fisiologia delle - sensazioni, attualmente tale apprezza-

settimana fa Vinsigne eri-
tico e fine umanista EverNto MONTALE : « T cagi della mugsica sono
molteplici, ma per ehi & reca ad ascoltare esecuzioni dj mugica
8i riducono ad una osservazione di earattere generale. Da una tren.

[35] GIOVANNI RICOL - 1T pensiero matematico eccé 15

tina d’anni & siata abbandonata, non da tutli ma da .molti clompo.-
sitori, la tonalitd tradizionale per dar iuog(? 2 un sistema 11;‘ cni
tutte le dodici nete debbone essere presenti nella fr.ase m}lme&le
senza che aleuna vi ricorra, assumendo cosi v&lore‘z di dominante,
La frase (la serie, non sempre di dodici note) & p01.as§oggettatar a
diverse manipolazioni, rovesci, retrogradi e «caneriy in ‘modo d:cm
asgicurare la continuith non di una melodia, che non puo.essercl,
bensi una certa razionalizzazione del procedimento. Rove§el, I'etro:
gradi e letture «a specchio » posgono anche éssere estesi ad altri
elementi strutturali. II risnltato & interessante alla -lettura,, del tutto
inefficace all’ascoltazione. Una musica da leggersi mentalmente &
forse il capolavoro del’ermetismo . . . . . R

Tesi principale di FEDELE D’AMI00 & che il nuove linguaggzo r:u?n
sia una ricostrozione ma ung disgregazione che interessa solo nej c_aa.su in
cui Vascoltatore rierei per conto suo qualehe 'ne:s;.sj,o tonale, stajtnlendo
rapporti tra alcune note della serie.... In cafsi simili %’ascoltatort.a ¢ anche
parziale autore della musica che egli riesce a ricomporre in sé... >

Ritorniamo allo sviluppo in serie di FouriEg, al iienon%eno (?1
G1BBs e alla suecessione di diagrammi pensata come immagine d¢i sroni..

Ascoltiamo un usi. Impulsion rectangulare
gnolo nella notte : qua- it
li delicatezze di im-
bressioni; il loro per-
¢hé resterd sempre un
migtero, Ma I’ nomo,
nella sua smania di co-
noscenza, sotboporrs al-
Panalisi armonica quel |-
canto, riprodotto sul 6,9 0 & 8
nastro magnetico, ma- Impuision triangulaire
gari al rallentatore, Ivi )
prenderanno pit pre-
ciso rilievo quelle sue-
cessioni modulate, acu-
te, frenetiche di vi- Spulgion de Gouss
branti interruzioni. et
Non mi meraviglierei
se, esaminando tale
analisi, si venisse a
concludere che certi
requisiti soggiacenti a

Spectre
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quell’incanto, siano probabilmente dovuti a una dosata distribuzione
di fenomeni di Grsgg,

Integrale di FoUuriEr, 8i consider: adesso un segnale emesso uné
volta tanto, non periodico : come si pud eseguire la sua analisi? Quale
rappresentazione assumere come atia a4 porre in rilievo i risnlafi
dell’analisi stessa? A questo scopo & utile il cosiddetto «integrale
di FOURIER ». Qui presentiamo una figura {vedi fig. 6)(*.

Consideriamo la fanzione S(t) costante ed uguale a 1 nell’ig-

tervallo fra — 9,/2 ¢ 9,/2 (un breve segnale di intensita costante,

preceduto e seguito da silenzio indefinito ; vedi Ia figura a sinistra
nelia prima riga). Calcoliamo la media integrale di quel segnale,
da —co a - co {(diciamols B (v)) con 1a funzione pesc cos 2nyt {»
frequenza): tale media risulta una funzione di v, clod:

“+ec
B()=PB(—y) = ff(t) cos 2mvt dt,

—o0

e si dice «spettro delle frequenze » di quella funzione S (&), Inda-
ghiamo intuitivamente V’andamento di tale spettro. HEsgendo il segnale
simmetrieo rispetio all’asse delle ordinate Panaloga media A (»)
rispetto alla funzione pego 8in 2xyt risulta nulla.

E evidente che per » — 0 si ha B (0)= 06, . Un contributo nella
media B (»} & portato solo dai valori di ¢ compresi nell’intervalio
(—6,/2, +0,/2). E intuitivo che, quando » & molio elevato, in
questo intervallo il peso. cos 2mpt possiede molie oscillazioni da
+1a—1,e, considerato come peso, porta evidentemente a nn-
merose compensazioni fra contributi positivi ¢ contributi negativi
Qel segnale cosl ponderato, tanto che i contributi hon sottoposti a
tali compensazioni e che zon si elidono sono quelli, ehe riguarduno
Ie zone estreme del segnale, le quali si fanno wvia via pit ristrette
all’aumentare di » fino a svanire al crescere di ¥; questo ¢i per-
suade che landamento di B (») simmetrico rispetto all’asge delle
ordinate (vedi 1a ﬁgur-a,‘a. destra della prima riga), parte dal valore
8, per y=10 e tende a zero al crescere indefinitamente di ». Un
ulteriore sforzo di intuizione o persuade che lo spettro B (») assu-
me, per determinati valori dij ¥, anche il segno negativo (eid dipende
dal modo come il Peso cos 2Zayt « abbordas Vestremo del diagramma .
di f(t). In sostanza i! valore B{») & il contributo della frequenza »

(") Da L. BRILLOUIN, Science ang Tuformation Theory, 2, od., New York 1962, p. 86,
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all’analisi di quel diagramma. La serie di coppie di diagrammi pre-
sentate nella fig. 6 vuole mostrare: 1% che sussiste una reciprocitd

fra il diagramma « rettangolare » e il suo spettro (1% e 22 piga);

2% che Pimpulso triangolare pud avere uno spettro non mnegativo
(8" riga); 3% che la curva a campana di GAUSS possiede come
speftro un’altra eampana di GAUss (figure della 4% riga).

L’integrale di FOURIER fa passare dalla funzione S (&) al suo
spettro B (»): & nna «trasformazione integrale » che fa passare da
funzione a funzione: questa trasformazione, insieme ad altre analo-
ghe di FoURIER e ad altre di carattere pitt generale (ottenute con
gvariati tipi di funzioni peso o <« nuclei» della tragformazione), &
uno strumento utile in molti problemi della Fisica matematica e
della Tecnica. Ricordiame qui, fra le applicazioni, quelle relative
alla Teoria della informazione che 3 nata.appena quindici anni fa
con lo schema matematico proposto da €. E. SHANNON : .questo
autore pose eon precisione i concetti di: produzione e trasmissione
di informazione, quantitd e contenuto di informazione, tasso di ac-
crescimento di una guantitd di informazione, ecc, e tutto questo
In maniera quantitativa, deduncendo logicamente un complesso di
risultati in aecordo con Pesperienza, che provarono guanto fossero
ben poste le definizioni da Iui introdotte e i metodi da lui seguiti.
I’ naturale che, soltanto dopo avere condotto i eonceiti qualitativi,
incerti e nebulosi, ad nna forma quantitativa precisabile, & consen-
tito di operare analiticamente su di essi affidandoli, tramite la teo-
ria delle probabilitd, a interessanti modelli matematici, La Teoria
della informazione si & sviluppata in modo estremamente rapido :
essa ha dimostrato con ¢id quanto sia diffusa e operante la ricerca
scientifica, guidata dal pensiero matematico. Pubblicazioni recenti,
in particolare una opera di Luon BRILLOUIN, dimosirano che essa
ha gid trovato applicazioni e inquadramento chiaro e illuminante
gia nella Scienza pura che nella Tecnica. Si valgono di questa
teoria la Termodinamica, i moti browniani, i rumeri termici dei
circuiti elettrici, il prinecipio di indeterminazione della Fisica, le
telecomunicazioni, I’analisi delle lingue seritte, il problema della
codificazione, le macchine calcolatrici elettroniche, il problema della
stabilita, dei ecireuiti di queste calcolatrici ece.

Fermiamoci un momento per insistere sulla novita della posizione
nels quale si trovane, dal punto di vista concettuale, le rappresen-
tazioni mediante seiie di FOURIER o mediante integrali di FouriEr
o integrali pit generali, di fronte a quelle classiche dell’Analisi infi-
nitesimale che abbiamo adombrato nel primo aspefto e ehe condu-
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tono, come vedemmo, al cosiddetto sviluppo in serie di TavrLoRw,
Infatti la serie di TavLogr esige un’analisi loecale sempre pitt micro-
scopica della funzione, definita buntualmente ; detta serie richiede
una adatta regolarita alla funzione da rappresentare e non tollera
alecana discontinuitd almeno nell’lintorno in cui vale Io sviluppo. Di
contro, la serie di Fourigr (0 lintegrale di FOURIER) prende in
esame Ja funzione assegnata arbifrariamente (i1 suo diagramma po-

trebbe essere lo schema di un segnale periodico di intensitd comun-

que variabile o0 una linea traceiata dalla punta serivente di uno.
strumento di misura Qualsiasi) ; essa tollera le discontinuiti ed &
costruita attraverso un’analisi di media integrale e pertanto si serve
di informazioni che provengono da tutto l'intervallo. Le medie inte-
grali non si alterano quando la funzione venga alterata anche in
infiniti punti costituenti un jnsieme di misnra nwlla: la definizione
punto per punto pud essere abbandonata purche si salvi Ia rappre-
sentazione {ciod lo spetire delle medie ponderate) che impegna Van-
damento globale della fanzione. Potremmo dire che Papprezzamento
di questa seconda concerzione pitt consono al genso ¢omune, pronto
a cogliere dei fenomeni Paspetto macroscopico : alludo al 8EN80 co-
mune, anche sprovveduto, Quale e quanto intenso lavorio & stato
hecessario, nell’evolversi del pensiero matematico, per provvedere
quel genso comune dei meszzi utili e adabti a precisare quantitati-
vamente il risultato di tale apprezzamento ! Infatti, le nozioni di
gerie di tunzioni, di integrale definito, di misura degli insiemi, nel
campo reale e nel campo complesso, hanno dovuto maturare e per-
fezionarsi fino alla forma di LBBESGUE per portare alle rappresen-
tazioni mediante serie o integrali che consentono ai organizzare le
classi di funzioni come spazi nella forma utile per i problemi posti,
per esempio, dalla TFisica teorica, Come si vede, si tratta di due
concezioni in posizioni antitetiche : la presenza sostanziale di queste
due concezioni ha indirizzato P Analisi matematica durante gli nltimi
150 anni sull’itinerario del coneetto di funzione.

La seconda concezione, come. abbiamo gia detbo, ha permesso di
organizzare classi di fungioni come spazi metriei concreti. dells mo-
derna  Analisi funzionale, analisi che si tende a presentare ora in
forma sempre pit astratta.

Riflettiamo un istante sulla capacitd sublime dell’orecchio : in
questo organo si realizza spontaneamente un tipo di analisi a cui il
pengiero matematico & giunto soltanto in epoca moderna.

Ancora una riflessione : 1’ Analigi infinitesimale, I’ Analisi dei fo-
nomeni aleatori, 1’Analisi armonies, costifuiscono tre punti di vista
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diversi, complementari e collaboranti nella Scienza matematica, Per
questa mgione 1i abbiamo presentati in questa prima parte del no-

siro discorso.

I gruppi, Ia covarianza, le leggi della natura.

Un altro aspetto del pensiero matematico, molto diverso dai
tre segnalati precedentemente, 8i & fatto Ince faticosamente negli
ultimi tre secoli: la sua essenza & prettamente algebrica, le sue im-
magini pin cordialmente intuitive sono fornite dalla Geometria e
dalla Meceaniea, la sua presenza si riveln in quello che potrebbe
dirsi il «tessuto » delle trasformazioni analitiche formali e delle fa-
miglie di tali trasformazioni come ber segnalarci che non & possibile
separare la forma dalla sostanza nei modelli che la Matematica co-
struisce ; un secolo e mezzo fa esso trasse chiara consistenza dai
rudimenti dell’Analisi eombinatoria per lo studio delle equazioni
algebriche e, con la successiva evoluzione, si & manifestato presente
anche se nascosto, in tutti i setiori delle Scienze matematiche ;
attnalmente sembra che esso guidi con chiarezza verso la formala-
zione delle leggi della matura.

Noi cominceremo col citare una pagina fondamentale nels sto-
ria della Scienza che Pocchio moderno vede illuminata da quell’a-
spetto.

Nel «Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo » GALT-
LEO (1632) dice (3) .

« Riserratevi con qualche amico mnells maggiore stanza che sia
« 8otto coverta di aleun gran navilio, e quivi fate aver mosche,
«farfalle o shmili animaletti volanti; siavi anco un gran vago d’ac-
«qua, e dentrovi de’ pescetti; sospendasi anco in alto qualche sec-
«chiello, che a goceia a goccia vadia versando del’acqua in un al-
«tro vaso di angusta bocea, e¢he sin posto a basso: e stando ferma
«la nave, osservate diligentemente come quelli animaletti volanti
.«con pari veleeitd vanno verso tutte le parti della stanza; i pesei
« 81 vedranno andar notando indifferentemente per tutti i versi; e
« 8tille cadenti entreranno tuite nel vaso sottoposto; e voi, gettando
«all’lamico aleuna cosa, non pil gagliardamente la dovrete gottare
« verso quella parte che verso questa, quando le lontananze sieno
«oguali; e saltando voi, come si dice, a pid giunti, eguali spazil pas-

() GALILEO GALILEL Opere, Ediz. Naz,, VII (1887), Pp. 212-214,

®
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« serete verso tufte Ie parti. Osservate che avrete diligentamente
«tutte queste cose, benchd nimn dubbio ¢i sia che mentre il vas.
«sello sta fermo non debbano succeder cosi, fate muover la nave
«con quanta & voglia velocitd ; chd, (pur che il moto sia uniforme
«e non fluttnante in qua e in 1a) voi non riconoscerete una mini-
« ma mutazione in tutti i nominati effetti, né da alcuno di quelli
« potrete comprender ge Ia nave cammina o pure sta ferma: voi
«saltando passerete nel tavolato i medesimi spazii che prima, ng,
«perchdé la nave 8f muova velocissimamente, farete maggior galti
«verso Ia poppa che verso la prua, benchd, nel tempo che vol sta-
«te in aria, il tavolato sottopostovi scorra verso Ia parte contraria
«al vostro salto; e gettando alonna cosa al eompagno, non con pit1
« forza bisognera tivarla, per arrivarlo, se egli sara verso la- prua
€& Vol verso Ia poppa, che se voi fuste situati per oppesito ; le
«goceiole cadranno eome prima mnel vaso inferiore, senza caderne

“par una verso poppa, benche, mentre Ia goceiola & per- aria, Ia

«nave scorra molti palmi; i besci nella lor aequa non con pin fu-
« tica noteranno verso 1g precedente che verso la sussequente parte
«del vago, ma con pari agevolezza verranno al cibo posto su qual-
« 8ivoglia luogo dell’orlo del vaso; e finalmente le farfalle e le mo-
«sche eontinueranno i lor volj indifferentemente verso tutte le parti,

«né mai accaderd che gi riduchino verse 1a parte che riguarda la

«poppa, quasi che fussero stracche in tener dietro al veloee eorso
«della nave, dalla quale per lungo tempo, trattenendosi per aria,
«saranno state separate; e se abbraciando alcuna lagrima d’incenso
«si fard un poco di fumo, vedrassi ascender in alto ed a guisa di
« nugoletta trattenervisi, e indifferentemente muoversi non pin verso
«questa che quella parte. B dj tutta questa corrispondenza @effetii
«ne & cagione Iesser il moto della nave comune a tutte le cose
«contennte in essa ed all’aria ancora, che per cid dissi io che si
« stesse sotto coverta; ehe quando si stesse dj sopra e nell’aria
«aperta e non seguace del eorso della nave, differenze Pilt e men
«notabili si vedrebbero in aleuni de gli effetti nominati: e non &
«dubbio che il fumo resterebbe in dietro, quanto Varia stessn ; le
« mosche purimente e le farfalle, impedite dalParia, non potrebber

«seguir il moto deila nave, quando da essa per spazio assai nota-

« bile si Separassero ; ma trattenendovisi vicine, perchd s nave stes-
«8a, come di fabbrica anfrattuosa, porta seco parte delParia sua
« prossima, senza intoppo o fatiea gseguirebhon la nave, e per simil
« cagione veggiamo gl volta, nel correr la posta, 16 mosche impor-
«tune e i tafani seguir i cavalli, volandogli ora in questa ed ora
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- «in quella parte del corpo; ma nelle gocciole cadenti pochissima

«sarebbe la differenza, e ne i salti e ne i proietti gravi, del tutto
« Impercettibile ».

Questa pagina illustra con chiarezza quello che eon linguaggio
moderno si dice il « principio di Relativita ristretta » secondo Ga-
LILEO-NEWTON. Alla base della Meceanica razionale sta il « prin-
eipio di inerzia» o ogui sistema di riferimento &= O y2;8)
(#,9, 2 coordinate spaziali cartesiane ortogonali, ¢ tempo) rispetto al
quale sia valida la legge di inerzia si dird  «sistema inerziale » o
«sistema di riferimento galileiano ». Qousideriamo un unovo gigte-
wma di riferimento § = 0’ (2, ¥,2";¢) che sia in moto traslatorio
rebtilineo uniforme rispetto al precedente. Allora,; le leggi della”
Meceanica galiled-newtouiana valgono tanto rispetto al sistema ny
qnanto rispetto al sistema 8: in altre parole, i fatti naturali si

" svolgono rigpetto a 8’ proprio eon le stesse leggi come rispetto u

8 (si osservi ‘che la nave di cuni parla GALILEO si muove di moto
rettilineo uniforme). II passaggio da 8 a & b espresso dalle se-
guenti formule valide nel caso di riferimenti paralleli

2 =wx-a,t, Y=y a,t,. F=edagt;t =t} b;

€, pit in generale, dulle segunenti:

“11m+“12y+“133+“1t+b1
O ¥ Y gz oyt b,
=l &ty Y gy s oy b b,

t4 b

nelle quali la « matrice » (eiod il quadro di numeri) ay, (hyk=1,2,3)
& quello di ana ftrasformazione ortogonale (si osservi la posizione
privilegiata della variabile ¢ che scandisee il tempo che & comune,
sostanzialmente, ai due riferimenti), Interpretando queste formaule
tome una trasformazione dello spazio fisico {9,251 in sd, tutte
queste trasformazioni cogtituiscono il « gruppo di GALILEO-NEWTON ».

Che eosa & un gruppo? Lo spiegheremo fra poco; in gquesto
momento ogserviamo che detti Py, P, due eventi (ciod punti dello
spazio fisico) assegnati mediante le coordinate (@4 ¥ 52158, (5,55 2 sto)
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sl verificano le uguaglianze in termini finiti

(2 — @) - (g — i £ (o — 4l = (o — o + (g — )2+ (o, —)?

*

ty — = ty — ¢
& anche quelle in terminj differenziali

A - dy'? o qpr2 — gue T dy? - de?, dt = dt,

inoltre, detts 4 (®,%,2;1) una funzione differenziabile del punto deilo

Spazio fisico e detta 1’ (@, y', 2" ; ') Pespressions ottenuta eol eambia-
“mento di variabili assegnato da una gualunque trasformazione del
gruppo di GALILEOANEWTON, con un semplice ecaleolo si vede che

AL T T Fu | 9tu a2y
dx’? 3y’? Sz’ T ga® + ay® L

Siamo in presenza delle espressioni

2 2 2 e u gty
WA a d= L S P

, ha posto in cauga la nozione di « ¢contem-
boraneitd di due eventi »; la critica di questo concetto ha condotto
& considerare il tempo ¢ alla stregua delle altre coordinate e ALRERT
ErnsTEIN 8 giunto al « principio della relativitd speciale » secondo
cui le legei generali della natura gono eovarianti, non rigpetto al

N, bensl rispetto al grappo delle trasfor.
mazioni di H. LogeNtz, Queste tragformazioni, nel cago della tra-
slazione parallela all’agse delle «, hanno la forma

o & — vt t— (v/c™ m

=, ) — 2’2—-2 = e e
Vl—?)zfcg"J ¥y s I/I%—?Jz/cz

(si osservi che x ¢ ¢ S0no accomunate e ¢ non 8 pid privilegiata s
¢ & la velocita delia luce, ¢=3.1¢5 Km/see, grandissima! e
W= — v, y = o2 =2, /== 3 In tragformazione classica ap-
prossimata dalla precedente), Pii in generaie, la trasformazione di
LORENTZ si presents Come una trasformazione lineare, eol quadro
e (b k=1, vy 4) completo, e si ottiene componendo la precedenta
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con altre trasformazioni sulle quali non ¢i possiamo trattenere : cf
basta qui osservare che esse, prese futte insieme, costituiscono il

“«gruppo di LORENTZ », rispetto al' quale non sono covarianti le

espressioni da® 4- dy® 4 d2® ¢ 4%u, bensi sono sovarianti le espres-
gieni analoghe

da® - dy* - dz2 — 2 412

Fu  Fu, a1 gy
ECr R a7
che dauno il ecosiddetto elemento lineare dello « gpazio-tempo di
MINKOWSKI » e il primo membro dell’ « equazione delle onde ».

Le leggi della natura che.si inquadrano nella Relativita spe-
ciale di BINSTEIN sono covarianti rispetto al gruppo di LoreENTZ,
Gli studl successivi hanno condotto VEINSTEIN a formulare un
«principie di Relativitd generale » e, alla fine, recentemente, una
«teoria unitaria della Relativita s, Sempre, questo eoncetto di co-
varianza di fronte a nu gruppo di trasformazioni & esgenziale nella
formulazione,

Veniamo adoesso ad illustrare, come abbiamo or ora Promesso,
la nozione di « gruppo »,

Dati » oggetti distinti essi bossono essere disposti in un alli-
neamento, com’s ben mnoto, in »! modi diversi: dieiamo « sostitu-
zione » sopra questi n oggetti, il passagoio da uno dj questi alli-
neamenti ad un altro, e definiamo come «prodotto » di due sostitu:
zioni il risultato ottenuto alla fine quando si eseguisea la seconda
sopra al rigsultato della prima; per esempio, n = 5,

2345 12345 12345 12345
&= y F=1 y 8= , b8 =
21453 53142 35421 34251

(s1 osservi che fs == §t). Un sistema i tali sostituzioni si dice che
costituisce un « gruppo » quando avviene che, insieme a due sosti-
tuzioni in esso eomunque scelte, esso contiene anche il lore prodotto.
Osserviamo, in particolare, che Vinsieme dj tutte le »! sostituzioni
costitnisce un gruppo (il cosiddetto « gruppo totale »); esistono an-
che gruppi che non esauriscono il gruppo totale essendovi conte-
nuti come « sottogruppi » : per esempio le tre sostituzioni che por-
tano i tre oggetti (1,2, 3) rispettivamente in (1,2, 3), (2, 3, 1), (3,1, 2)
costituiscono un gruppo su tre oggetti che & gn sottogruppo del
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Bruppo totale su tre Oggetti (formato da 31— 6 sostituzioni) ; que-

sto sottogruppo & un Eruppo <« eiclico »,

Nella nozione gi 8TUppo & presente una sola operazione, I
tomposizione sopra accennata, e si intravede che Pinteresse sostap.
zigle nei confront del gruppo & rivolto alla gng « strattora » cioy
& quella che potrebbe dirsi la « tabella di Composizione » (come nna
«tavely di moltiplieazione »). Questi concetti si gong Presentati in
forma esplicita up 8ecolo e meznzo fa, negli studi suila risolnzione
delle equazioni algebriche () 5, ... y®n 1 0ggebti, le radiej delPequa-
zione algebiiea). Dopo questa prima Comparsa, Vattenzione gj & ri-
volta a tutti i settori delle Scienze matematiche (geometria, statica,
cinematica, dinamjea, ﬁsica-mabem&tie&, fisiea teoriea, ece.) nei quali-
tomparivane insiemi dj enti sottoposti Epontaneamente ad un‘anies,
legge di composizione, insiemi interpretabili ¢ome gruppi (per esem-
 pio, componendo due Spostamenti rigidi si ottiene ung 8postamento
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rigido, componendo due o
"81 & constatata la grande

Veniamo a dare aleuni osempl. Esaminiamo i tre reticolati
piani. regolari dellg figura 7, :

Per ciascnno di essi 3ono evidenti gli infinjti 8postamenti rigidi

I CIHQUE FOLIEDRI REGOLARI (CORAS PLATONICH

i

fetrasdra oitaedre Jicoszedry dodecaedre

fig. 8

del piano che riportano in sd il reticolato strisciando i1 piano in gd
(spostamenti dj 1» 8pecie) o anche con ribultamenti (spostamenti dj
' 2% specie). 11 gruppo di

tutti glj Spostamenti ri-

gidi di 1* ¢ dj 9= 8pecie,

che riportano in 8@ il re.

ticolato, contiene ¢ome

sottogruppo quello degli

spostamwi di 1® specje.

Llesame 'di tutt questi

Spostamenti pone in ri-

lievo l1a presenza dj infi-

nite éimmetrie ! intendia-

mo qui «simmetria » ip

sengo lato, atiribuendo g

quests parola anche up

significato connesso gl

ritmo e alla regolarita,

pertante anche lo trasla-

zioni e le rotazioni,

La Geometria ele-
mentare classica fornigee
altri  esempi insigni qi
lgruppi. La fig. 8 presenta
i eingue poliedri regolari
platoniei immaginiame
ciascuno di eggi inseritto
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in una sfera. Notiamo, per esempio, che Vottaedro o il cubo sono fra
loro « duali », nel senso ehe i biani tangenti alla sfera circoscritta al-
Vottaedro, nei vertici del’ottaedro stesso, sono le facce di un eubo cir-
eoscritto alla sfera; analogamente il dodecaedro e Vicosaedro sono fra
loro duali, il tetraedro & duale di se stesso. Le rotazioni della sfera
che riportano in 8% il poliedro regolare in essa inscritto costitniscono
un gruppo, e abbiamo co-
si i gruppi del tetraedro,
dellottaedro (o del cubo)
l { e delPicosaedro (o del do-
St decaedro). Si tratta di
| \ u gruppi finiti, ciod costi-
s l‘\h 'l““ E tuiti da an numero finito
: 111""|"4""'||I . di rotazioni: per esempio,
”Nlm“m“"" . ““““““ﬂ I del gruppo del cubo fanno
' | parte 24 rotazioni (com-
; 8 St i " presa P«identitd» che
_ g laseia il poliedro fermo).
' _La ricerea dei grup-
pi finiti di rotazioni della
sfera in 38 conduce u sta-
bilire 1’esistenza dei grup-
pi illustrati schematica-
mente dalla fig, 9, e ciod:
il grappo della piramide
regolare, della doppia pi-
s, s, ramide regolare, del trie-
_ - dro trirettangolo, del te-
- . traedro, del cubo e del-
wi" “““"mm”m ”l““lh““ﬁlwll Vicosaedro, Una osserva-
M M , zione di passaggio sulla
”m ’“ il :--:atltﬂm|||““ - figura: mnotiamo che i
'. quattro vertici del cubo
X ’” _ contrassegnati con un cer-
lhl ' chietto sono i vertici di
un tetraedro regolare; il
gruppo del cubo & cosi
- strutturato che esso pos-
siede come sottogruppo

quello del tetraedro,

[47] GIOVANNI RICCI - 11 pensiero matematico ece. 27

I movimenti rigidi della sfera in s si DOsSsono esprimere ana-
liticamente nello spazio cartesianoc e le formule che 1i rappresentano

- 80no enti analitici soggetti alle leggi di composizione dettate dal

gruppo stesso che lasein fermo il poliedro; ma piit interessante,
sotto certi punti di vista, & Ia rappresentazione che di questi grup-
pi &1 ottiene interpretandoli come trasformazioni del piano della va-
riabile complessa in gb: questo piano, sul quale ¢ distesa 1a varia-
bile complessa 2, & da interpretarsi come una «retta sul campo
complesso » e le tragformazioni che fanno passare da z 3 2 {«so-
stituzioni lineari» su 2) danno, col loro insieme, una rappresenta-
zione analitica del gruppo.

Le figure 10, ..., 14 mostrano Ie rappresentazioni sul piano eom-
plesso rispettivamente dej gruappi della piramide regolare, della dop-
pia piramide regolare, del tetraedro, del cubo e dell’icosaedro ; in
688¢ sono segnate certe regioni, dette « regioni fondamentali », sulle
quali non ci & consentito di soffermarei ; ¢i bastera richiamare gue-
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Cfig. 12

sto fatto: il campo numerico complesso & un ambiente costituito di
infiniti elementi (i numeri complessi) sul quale vengono a struttu-
rarsi guei sistemi di « simmetrie » in senso lato, posti in evidenza
dalle figure o, quello che piit conta, rappresentabili aunaliticamente
mediante semplici formule,
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Ricordiamo, di passaggio, fra i gmppi di spostamenti rigidis
il gruppe Ai tut ghi spostamenti olicoidali con un asge assegnato,
il gruppo di tusti gli spostamenti elicoidali COn un asse assegnato
@ il passo assegnato (sottograppo del precedente) e, piit in partico-
lare, il gruppo di tutti gli spostamenti rotatori con un asse asge-
gnato, .
Alenni matematici insigni, persone di gusto raffinato, sensibili
alla bellezza dell’arte classica (fra questi i contemporanei GEORGE

g

fig. 13

D. BIRKHOFF, ANDREAY SPEISER, HERMANN WEYL) si sono posti
il problema di ricercare quali fogsero le ragioni di tale bellezza.
Hanno indagato le forme dei vasi, dei motivi ornamentali econtenunti
nei mosaici, nelle pitture, nei tappeti brientali, le strutture archi-
tettoniche ... per ricerearvi le sﬂimmetrie & quello che potremmo dire
le strotéure gruppali che cosiituiscono Posaatura di forma, istinti.
vamente espressa o volutamente cercata dagli ariisti e dagli arii-
giani, Questi matematici hanno accompagnato le loro emozioni eon
deduzioni eonuesse g concetti gruppali, Qni presenterd un solo esem-
pio di opera d’arte per un esame a vista secondo Pordine di ides
Or ora accennato,

[49] GIOVANRI BICCI - 11 pensiero matematico ece. 29

La figura 15 rappresenta una targa voliva delPepoca ellenistics,
che & ricehissima i spunti secondo le vedute segnalate.

Lampiezza del tema del discorso non consente di fermarei ul-
teriormente su queste consideruzioni e basseremo ad affrontare un
altro ordine di idee che ritengo attnale o interessante,

®
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Incomineiamo col presentare una serie di figure attinenti alle
Scienze naturali e alla Chimiea biologica molecolare : noi le gmar-
deremo filfrando solamente il Iorp aspetto matematico,

In questa fig. 16, tratta da un recente listine dells Eneiclope-
din della Scienza e della Tecnica Mondadori, si trova, a sinistra, la
tappresentazione schematica della disposizione delle molecole d’acqua
nel reticolo cristallino del ghiaecio; a destra, 1a rappresentazione
schematica della solvatazione degli ioni di ung molecols di eloruro
di sodio. Sorgono evidengi strutture geometriche che rivelano la pre-
senza di gruppi,

Volgiamo per un mowento il pensiero da questi modelli del
microcosmo all’universe stellato. L’armonia dei cieli, constatata dal-
IAstronomin antica venne posta in loce con le leggi di KerLero
e con la legge di gravitazione aniversale enuncigta dgu NEwrow;
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¢ueste leggi hanno netta formulazione matematica. Al di fuori di

queste leggi, il cielo, a chi lo guardi, apparisce come un caos. Vol- .

giamo invece lo sguardo a cid che ¢i circonda sulla Terra: 1e ar-
monie pilt vive e pilt sentite 8i presentano in natura nelPinerganico
{pensiamo ai cristalli) e ancora pin neghi esseri viventi (pensiamo a

fig, 16

un flore, a una stella maring, ...). Guardando.questi oggetli o questi
esseri ricoviamo impressione di un armonico ordine: ed & ancora
il linguaggio matematico che ci consente di chiarire e comunicare
certi aspetti nel substrato di quelle impressioni,

Un ulteriore e pid mieroscopico esame di questi esseri, alla luce
della Scienza moderna, ¢i porterebbe a cogliere in loro un certo
« quasi ordine », intendo dire un ordine di tipo statistico, all’interno
di una affannosa brulicante evoluzione della quale noi, ignari, eo-
gliamo soltanto gualcuno degli aspetti risultanti e globali: ma, an-
cora, le leggi che governano quella evoluzione, sia dal pu'nto:di vi-
sta maeroscopico che da quello statistico-microscopico, e i modelli
di questi esseri creati da;il’intelle_tto per rappresentare quella evolu-
zione rientrano nell’ambito della Matematica. Hssa, per esempio, i
esortera alle «simmetries : le simmetrie in senso lato che sussistano
nelle econdizioni smbientali, unite ad altri fattori, come le necessity,
vitall e di locomozione, hanno influenza sulla forma degli esseri vi-
venti, sull’evoluzione di questa forma e sulle simmetrie in essa ri-
sultanti. Un’opera molto interessante d¢i H. WEYL tratta in modo
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magistrale di ¢uesto argomento ; per illustrare il conestio gopra adom-
brato, riportiamo da quest’opera il seguente brano (%),

«Be in una porzione di materia 'unicy limitazione al riprodur-
«8i della simmetria generale delle leggi di natura & la casualita
« della posizione P della materia stessa, questa assumera la formsa di
«una sfera con centro in P. Cos) le pilt basse forme animali, erea-
« ture microscopiche sospese nell’acqua, sono pressoché sferiche. In-
«vece per gli organismi fissati al fondo dell’oceanc la direzione della
« gravitd & un elemento tmportante, che esclude dalla classe delle
«operazioni di simmetria tutte le rotazioni attorno al eentro P, ii-
«mitando tale classe alle gole rotazioni attorno ad un asse, Ma,
«per -gli animali capaei di moto autonomeo neil’acqua, nell’aria o
¢ sulla terra, tanto la direzione postero-anteriore del loro moto quanto
«la direzione della gravita hanno un’influenza decisiva. Essendo cosi
« determinati gli assi antero-posteriore & quello dorso-ventrale, e di
« conseguenza quello destro-sin-istr;o, resta arbitraria selo la digtin-
«zione fra sinistra e destra; e a questo stadio non possiamo aspef-
«tarci una forma di simmetria pit alta di quella bilaterale. T fat-
«tori che tendono a introdurre differenze eredi-
«tabili fra destra e sinistra nell’evoluzione filo-
« genetica possono essere facilmente frenati dai
« vantaggi che un animale trae dalla formazione
« bilaterale dei propri organi di locomozione, le
« ciglia, I muscoli, gli arti. Da uno sviluppo asim-
«metrico di questi organi deriverebbe natural-
«mente un inceders a vife anziché in linea retta.
« Questo potrebbe aiutarci a spiegare perchd i no-
«stri arti seguono la legge della simmetria pii ri-
«gorosamente dei nostri organi interni ».

Riportiamo, ancora da H, WEYL, le seguenti
figure: Ia figura 17 (ripresa da E. HaroxsL) pre-
senta forme con una simmetria di rotazione di
ordine 5 in animali inferiori {Echinodermi). La
figura 18 rappresenta la conchiglia della Tuyrri-
telle duplicate ed «o davvero sorprendente ve-
dere con quale esattezza la larghezza delle spire
consecutive di questa conchiglia segua lIa legge

(*) H. WrxyL, Symmetry, Princeton T.8.A. 1952 ; La simmetria, Felirinelli,
Milane 1962 ; pp. 34-55.
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della brogreasione geometrica », Iy figura 19 rappresenta Ia conghi-
glia del Nautilus, che si evolve seguendo mirabilmente 1a
Iogaritm‘ica,, ciod la spirale che incontra got

mirette ugcenti dal polo e che guida, per cosi dire, on « gruppo
continuno »,

Ritengo utile di leggere Lorg alcuni brani qi uha conferenzg,
tenuta, nel gentaio di quest’anno (1963) g Milano, da) bremio Nohel
FRANOTS COMPILON QRIgx 8t « Le basi molecolarj della biologia » 5.
To seno assolutamente Incompetentes in quella materia; tuttavia, ritengo
che la eitazione aj questi brani possa segnalaze i] vagto orizzonte che
8i apre in quel campo per la schematizzazione matematica e j servigi,
probabilmente notevoli, che questa schematizzazione Potrd rendere,
Fard preceders questa lettura dalla Presentazioue {j alcune figure
riguardanti modelli dj molecole che interessano 1y biclogia. I
figura 20 § Uno schema i catena Polipeptidics, ) : tale schema
e da concepirsi nejlg spazio ed apparisce evidente il suo pro-

hungamento per periodicita
e la stratturs elicoidale dellg
carbonio schems prolungato,

Lo studio qerp acido
desossiribonucleico (ADF)
mediante 1a diffrazione ai
raggi X, condotto per lun-
ghi anni, ha congentito g
WATSON e CRrIog, net 1953,
di prospettare uno sehems
della sug molecola : egga gi
configura, nella parte essen-
ziale, secondo una  doppia
elica cilindrica (vedi figurs
21) come @ presentata gol-
fanto in parte in questa
figura, I filamenti alicoidali

Sono costituiti da tanti ato.

5 F. C. CRick, L¢ basi molecolari delly biologia, Gazzetia Sanitaria, Milane,
Amne 84 (1963), nt 172, Pp. 3-17. .

(%) Da 8, Ranzr, Zoologia,
miei ringraziamenti g) collega prof, BILVI0 Ranzr ber i preziosi orientamenti
ohe gentilments mi ha fornite Per la parte del mig disoorso attinente alla
biolegia moleoolare, '
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mi vineolati da legami chimiei molto forti : sussistono anche legami
pitt deboli che connettono tragversalmente le due eliche cilindriche.

Noi, in questo momento, vogliamo soltanto osservare Paspetto
geometrico del modello: le sne intime o varie strutture sorgerebbero

fig, 31

nellesame dei segmenti del filamento & dei legami trasversali; lo
Suceessioni di questi presentano varieta ancora attinenti alla « Ma-
tematica del finito» e strutture la cui analisi combinatoria fa pen-
8are per analogia all’analisi del linguaggio. Lg figura 22 presenta
un altro schems raffigurante una cosidetta a-elica (") e Ia figura 23
mostra la fotografia di un modelle di g-elica nella quale Ia eatena
polipeptidiea rappresenta un poliglicine. -

I interossante osservare come le e-eliche si Possonto associare
in sistemi: questo viene mostrato nella fig. 24 nella quale appari-
Scone di tali sistemi, Ii piit complesso di quelli qui presentati conga
di sei a-eliche avvolte intorno ad una settims che ne costitnisee 1’elica,
mediana : in esso appariseono la simmetria rotatoria di ordine 6 e
quella elicoidale tungo Passe.

Adesso lagciamo parlare una delle pitt grandi antorits in qmesta
materia. FRANOIS COMPTON CRICK dige: '

« Osserviamo la natura nel gno insieme : le piante, gli animali,
«i micmrgﬂnismi, i viras e via dicendo. Che cosa ei colpisce a prima
«giunta ? Direi ches la prima impressione & Ig diversitd di questi
«esseri viventi. Aleuni sono molto grossi, altri molio piceoli ; aleuni
« 80n0 rosei, altri sono verdi, e cosl via. Se noj guardassimo la na-
«tura con gli occhi di un avvocato, o di un ingegnere, o qualcosa

(") Le figure 22, 23, 24 sono tratte da R. B. Cormy-L. PAULING, The eonfi-
guration of Polypeptide Chains in Proteins ; Convegno Baselli, Rend. Ist. Lombardo,
1955, pp. 10-87.




GIOVANNI RICOI -

11 pensiero matematico ece. [54]

« del genere, non sospetie-
«remmo mai che tutti,que-
« 8ti esseri abbiano qualeoga
«in eomune,

«Ma se osserviamo piit
«da presso, al livello bio-
« chimico, e consideriamo ls
«molecole di eui gli egseri
« viventi sono fatti, scopria-
«mo subito un fatto impor-
« tantissimo, che jo ecredo
«non sia sufficientemente
« sottolineato nei nostri pro-
«grammi di insegnamento.
« Noi scopriame ciod che le
« molecole basilari (che de-
« 8eriverd fra poco partico-
« lareggiatamente) sono stra-
«ordinariamente simili in
« tutta la natura, dagli esseri
«pit minuscoli ai pin gi-
« ganteschi, dai pid semplic
«ai pin complicats,

«In particolare, osser-
«vando gli esseri viventi
¢ pit semplici, vediamo che
«vi sono due famiglie di
« molecole, non molto sem-
«pliei di per se stesse ma
«ben definite: e queste due
« famiglie noi ritroviamo si-
« stematicamente in quasi

«tutti gli esseri. viventi.*

« Esse sono rappresentate in
«primo luogo dagli aeidi
«nueleici (I'acido desossinj-
« bonueleico ‘e Pacide ribo-
«nucleieo) e in secondo Ino-
« go dalle proteine. Cid che
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«sorprende & che i peszzi, ¢ componenti di cui gli acidi nucleici e le
« proteine sono fuatti, sono esatiamente gli stessiin tutte le forme vi-
«venti che esistono in natura. Gli acidi nncleiei sono fatti di quattro
< unita fondamentali, leggermente diverse nei due tipi di acido ma
«costanti in natura; le proteine sono fatte di venti unith differenti,
« ciaseuna delle quali & parimente
« universale. f
« Un’altra proprieta delle due
« famiglie di molecols & implieita
«in quanto ho appena detto, e
«cioe che queste molecole sono
« fatte secondo an piano di costru-
« zione semplice ed uniforme. Fn-
« trambe gono strutture ¢i forma
« allungata, a catena. Fntrambo
« hanno una lunga spina dorsale
« chimica ..,. Le differenze risie-
«dono neile eatene laterali che vi
«si attaccano: di cui, come ho
« detto, vi sono quattro tipi negli
«aeidi nucleici e venti tipi nelle
« proteine, Si pud dire che queste
«molecole, ancorche assai grandi,
«8sono costruite secondo piani
« piuttosto semplici e percid non
«8ono oltremodo ecomplicate nonostante la loro grande massa inoltre,
€ 3ono sempre le stesse in tutta 1z natora.. .. Noi erediamo ehe la
« complessita attuale della materia vivente si siq sviluppata attraverso
«un processo di cambiamenti casuali, non predeterminati ; o un siffatto
« meccanismo, capace di realizzare una grande complessitd di forme
« da avvenimenti casuali, & quello suggerito pilt di cento anni fa da
« CHARLEY DARWIN, e precisamente il meceanismo della selezione

fig. 24

&« naturale. ., i

« Pnd essere interessante baragonare queste strutture al lin-
« gnaggio scritto, eol quale ci esprimiamo. Nella lingua un paragrafo
« soritto col nostro alfubeto di venti lettere o poco pin ¢ pressapoeo
« lungo quanto wuna proteina. B una catena allungata — anche se
« scriviamo il paragrafo su parecchie righe, il linguaggio ivi 63PTeR80
«& in effetti continuo; ed & costitnito dj unitd semplici attaccate
«di segnito. Il significato del paragrafo dipende dalle precise rela-
« zioni fra Te lettere che compongono le parole e fra le parole che
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« compongono la frase, Feco dunque che anche noi ¢i serviamo qj
s un sempliee alfabeto ber esprimere idee complesse, » ., , ’

Dopo aver accennato a varie ipotesi salle prime molecole com-
parse sulla Terrg capaci di prestarsi a up brocesso di selezione
Criox prosegue :

«Ad ogni modo & giustificato eredere ohe la vita sia invero it
K avvenimento non comune, perehé alle fin dei conts la ragione per
«oui la vite & cogy Jondamentalmente simile in tutte Iy nature, qssqd
«probabilmente & che 1y vite ebbe origine wna unica volta, o questo
«deve renderci molto circospetti nel fare previsioni sulla probabi.
«litd di questo Processo. Il problema della vita in altri mondi 8
« affascinante, Sebhene la cifra esatta non sia conoseinta, si pensa
«ohe vi sia cirea un milione di pianet nella nostra Galassia & un
« dipresso adatti o mentenere la vitgy,

I brani che abbiamo ripor
gnalano I'interesse delle figure
per le loro connessioni con qu concetto matematico : qui pos-
siamo vedere il coneetto di 8ruppo, quello di « grafo» del quale
parleremo fra un momento €, nel fondo, anche connessionj con Pana-

vaggio alla quale s pud attendere con l'uso dj moderni

caleolatori elettronie;,

geometriche conte.
hute nella fig, 25 ; ciaseuna di egge rappresenm un «grafo» o, an-
che detto, «singramma », Ip sostanza un grafo & up insieme ai
punti (vertiei) eciascuno dei quali & collegato, mediante ung 0 pin
linee (spigoli) ad uno o pilt altri (nom o escluso che una lines con-
giunga un punto con 8¢ stesso ciod parta da un punto e ritorni sul

bunto stesso S6nza passare per aliri vertici) : sugli 8pigoli dei grafi-

qui presentati non & fissato nn Verso come verso diretto e gj tratta
di grafi non orientati. "Vengono considerati anehe i grafi nei quali
gli spigoli sono orientati, L’insieme dei vertici e degli spigoli di
un poliedro regolare & un esempio di grafo. Hsistono grafi partico-
lari che si chiamano alberi {(sono quelli connessi che non presenta.
no aleun ciclo costitnito di spigoli), Non possiamo trattenerci sulle
nozioni attinenti ai graf vogliamo soltanto ingistere qui sul fatto
che la nozione dj « grafo » non & legata alla forma geometriea nel
86180 che un grafo, comunque venga deformato rispettando la con-

[57] GIOVANNI RICGE - 11 pensiero matematico ecc. 37

tinuita, rimane sempre il medesimo : cosl, un’ulteriore rifiessione oi
persuaderebbe che la nozione dj grafo & puramente combinatoria.
Per esempio un grafo orientato non @& altro, astrattamente, che un
insieme X dj oggetti distinti 4 e wna legge (non necessuriamente
univoca) che conduce da ognuno degli oggetii & % uno o pid og-
getti y, 2, ... ancors appartenenti a &. In aleune question] puo essere

fig. 25

utile 12 considerazione di grafi caricati nei quali a eiaseun vertice
& attribuito un Peso e a ciaseuno spigolo uno o Pitt numeri che
bossono interprefarsi come lun'ghezza ideale e intensita ideale ece,
Si possono immaginare grafi finiti e anche infiniti (costituiti da in-
finiti elementi), :

11 controllo del traffico di una rete stradale pone dei problemi
interpretabili su grafi e la cui risoluzione 8L pnd valere della teoria
dei grafi stessi; si tratta di problemi attuali che VOngono program-
mati per gli elaboratori elettronici e questi forniscono 1a soluzione :
in sostanza, Velaboratore elettronico realizza la simulazione del traf-
fico e fenomeni che dovrebbero essere oggetto di lunghe osservazio-

e delle conclusionj POSSONO invece esgere
Sperimentati «in vitro ?y 88 cosl fosse concesso dj esprimersi,

Anche nello studio della biofisica i grafi trovane applicazione (8)

come & illustrato nells recente opera di N. RASHEVSKY. Qui, anzi-

(%) Vedasi per es, N. RASERVSKY, Mathemationl biophysics, Vol, 2, New York,
d2. ed. 1960, Chap. XXXXXXIY, Organisms and Graphs, eco. pp, 345-389.
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che trattenermi gnlle interessanti -congiderazioni di questo autore,
preferisco accennare g una ricerca matematica veramente acuta,
§volta da P. ErDos e A, RENYI, pubblieats in una vivista unghe-
rese nel 1960 (%) g costituente uno studio sulla evoluzione aleatoria
dei grafi: i risultati qi quesia ricerca sono, sotto cert bunti di vi-
Sta, inaftesi e sorprendenti,

Siano » e ¥ rispettivamente il numero dei vertici e il numero
degli spigoli di un grafo ; supponiamo che gli N spigoli siano seelti
A caso fra tutti gli (;) spigoli possibili e Ia legge aleatoria sia cost
concepita che tutie le possibili scelte (i1 eni numero & guello delle
combinazioni di G“) oggetti presi ad ¥ aq N) siano equiprobabiii.
Scelto a caso uno spigolo, se mne scelga un altro a caso fra gli
¥)— 1 rimanenti e cosi continuiamo : dopo averne scelti k, ciascu-
no degli G‘) — & rimanenti hanno Iy stessa probabilita di bresentarsi
nella scelty Successiva; in queste ipotesi, viene studiata Pevoluzione
del grafo mentre N cresce, cercundo di individuare la struttura
& tipica » ad un assegnato stadio di evoluzione ciod quando si con-
cepisea N assegnato uguale, o asintoticamente uguale, a una fun-
zione N {n) di n (asintoticamente per n indefinitamente crescente h.
Per struttura tipica si intende ung strattura tale che la sua probu-
bilita di preseutarsi tende a 1 per p indefinitamente crescente ¢
N=0N(n). Siz 4 nua determinata proprietd ; denotiamo con Cln, N)
© A (n, N') rispettivamente il nomero dei grafi di n vertici e N spi-
goli e gnello degli stessi grafi che possiedono la proprieta A, aliora
81 pud dire che « quasi tuttis i grafi di # vertic; e ¥ =N(n) spigoli
possiedono quella proprietd quando avviene che A{n, N): Cin, N)y-+1
per n—}—}—oo,N:N(?).

I predetti autori bervengono, tra V’altro, al risultato che per
alecune proprietd A fondamentali di struttura del grufo, esiste una
funzione 4 () crescente, tendente all’infinito, che risulta ana « fan-
zione soglia » della proprietd 4 in esame : ciod, quando si ricerea
la struttura tipica del grafo in un certo stadio di evoluzione N =N (n),
allora si dimosira che esiste una funzione soglia A (n) tale che lg
probabilitd di presentarsi & zero se N ()[4 (n)— 0 ed & uno ge
N (u)] 4 (n) — I+ oo. Vengono auche studiate certe funzioni .soglin
regolari e funzioni- di distribuzione soglia. Teoremi di questo genere
ei fanno intravedere, almeno all lontana, la lore utilita per lo

(" P, Erpis-4A, RENYY, On the evolutiom_ of random graphs, Publication of
the Mathem, Institute, Hungarian Acad. of Sciences, 5, A, 1960, pp. 17-61,
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studio delle forme in natura : questo ordine di idee nel quale con-
fluiscono Paspetio aleatorio e quello dell’analigi infinitesimale per

Pasintoticitd partendo da un modello combinatorio (il grafo) ci &

sembrato tanto interessante da doverlo segpalare, almeno dj sfog-
gita,

LRipensando aj grafi come enti rappresentativi di organismi vi-
venti in evoluzione si bresenta dentro di nei Ia domanda : arriversy
Pnomo a vedere fondo nel perché un essere vivente prende, nella
fase finale del suo sviluppo, una forms Piuttosto ehe un’altrg ¢ In
una prospettiva forse lontana nel tempo si sentono problemi aifa-
scinanti, '

Ergodicita,

I diversi -aspetti del pensiero matematico fin qui Presentati, e
Sono soltanto aleuni, ¢i consentono di apprezzare la sua utilita nel-
Pindagine sul mondo della natura: la sua feconditd si rivela straor-
dinaria specialmente quando le condizioni storiche conducono ally
collaborazione fra aleuni dj tali aspetti per dar vita g nuove teorie e
& Iuove rappresentazioni, Riteniamo utile, ai fini del nostro discorso,
di aprire uno spiraglio ancora su due seibori nei quali si & verificato
il fenomeno di detia collaborazione : intendiamo barlare della « teo-
ria ergodiea » e della «teoria dei giochis.

Nella teoria ergodica confluiscono FAnaligi infinitesimale, sia
classica che evoluta nella teorin delle funzioni di variabile reale,
PAnalisi dei fenomeni aleatori e, nel fondo, come direttrici nascoste,
anche le proprieta aritmetiche degli enti congiderati {ciod quelle
proprietd degli enti appartenenti a spazi continui che gi rivelano
mediante le approssimazioni d; essi costruite entro sottospazi discon-
tinui),

La Meccaniea razionale classica & di tipo deterministico : negli
schemi che egsa contempla, un sistems meceanieo ad ¢ gradi di .
berta & individuato, per esempio, dalle 25 variabil di Hamivrow
(@1 Gas oo s G PiyPys s ps) delle quali 4 = (qyy oy g) assegnauo la
posizione e P=(p;;...,p;) assegnano i mementi (g e » insieme
assegnano posizione e atto i movimento). La clagsica funzione
H(p,q;t) di Hammron (energia totale del sistema nel caso dina-
mico) consente di esprimere nella cosiddetts forma « canonica s
ﬂ, e o B il (h=1,..,8

d4n

dgk .

dat 3_@?};
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il s oo oot . L i
: fnite'md di equazion;i dlﬁ’erenzmh {del primeg ordine} che g0verns
Vimento e Sistema  meggpn; le 25 fungion @G (), ps )

vigultan i
ziale 1 ((3 H(Itnvocamente & condizipp; all’istante inj-
Vatto 2{1- g;:m A ) A dallg conﬁgm‘a-zione ) ddl
sistemy dellg
S0 = € Dassatg
¢onsideri 1o Spazio 3 g
ES . g o .
oW. 1 » Do) & 28 Component;,

Tappresenty coll - i di I_Nmto "
i co . b movimenty .
Sml'&egx:ale X = w (t) & una line che si dice « traiettorjy »,

& il sistema g Isolato, 1’energ .

6 I ia gi Mmaltiene Costante
H di Hamizpoy risulta F— g (eiod non ¢

== ¢ (costante lango 1 al

al punto g — @x

bunto 40 — o) 8 8Volge,
Ontennip (come ung lunga Maiagsa)
duazione f7 (9,g) =0 clie cal‘uttel'izia
mo per eseémpio chg Sistems, €osti-

del gigtomg allistanie £),

nello gpazie delle fagj 2%, tuity o
Sulla variets (fpersuperﬁeie) die
il livellp di €norgig, Osservig,
tuito dg 4 bartice]le mMateriali
ordinarip Oz y, 2),

fasi & g gy di

: in 3% gq €380 corrisponge
atettorig I quindi, 1o 8pazio dele

o 5i Concepisey Come
Mpo ¢ egso gap

di a7 ()5 ciod In tra
Misurg, Inoltre 7 (

A = gogt, P
: odo sary, Possibilg
stemg Per trarye
quando i trap i un gegp numero dj

\ 80 iutervallg di tempo ¢

4 1mety delI’SOO, ber opery prineipalmen tq di J, Cr.
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mero enorme di partice) i imento : questa teoria

Si valse dei eoncetti dell’Aralisi aleatorin ¢ J. W. G1mss (1901)
seguendo le idee dej due autori citati Pose i fondamenti delly Mee-
caniea statisticn per darle un asseito soddisfacente come corpo di
dottring costitnente la bage teorica di aleuyne teorie fisiche, fra le
quali anche 1y termodinamica,

Necondo guesta Luova veduta, lo studio di un singolo sigtema
attraverso 1a gug storia lungo i1 tempo (la traiettoria I}, obiettive
irraggiungibile, viene sostituito dalla ricerca dj broprietd valide per
«quasi tutte » le traiettorie 17 (per esempio, assegnata uha confi-
gurazione x*, 1g ricerca della pProbabilita che, in un determinato
intervalio q; tempo, il sigtemsg passi per conﬁgurazio_ni X (t) « pros-
sime » a o),

La successiva introduzione dells misura secondo BoREL o ge.
condo LEBEsGUER degli insiemi dj punti, dell’integrale secondo L upg-
SGUE e dell’Analjgi funzicnale a Sosteguo dell’Analis aleatoria, hg

ento essenziale per Ia Fisica
Fisica teoricy : anzi, per quest’ultimo
@ Ita assunto anche la forma quantistica,

Noi resteremo helPambito della Meceanica, Statistica clagsica e

prepay zlone ad afferrarne qualche concetto esa-
Teoria dei Numer; (19,
sceléo un numero

punti equidistant kA r 4 2y w) Avvolgiamo sulla circonferenzy,
Passe delle ascisse, partendo da un punto origine degli archi sullg,
circonferenzy (come se gi trattasse di un filg sottilissimo earicato d;
nodi piccolissimi posti nei punti k1) o domandiamoci : che cosa gj
pud dire delly distribuzione del nodi ki gy questa circonferenzy 9
Se 1 & un numero razionale (i — P/t p e q primi fra loro) si com-
brende facilmenteq che (essendo (kp - rg)/g = kp/g 4 n) quando 8i
barte dal nodo 0, tutti i pi i Stanno sui vertie qj un
poligono regolare dj i iseri 1fa, circonferenza, 1) caso
P interessants gj bresenta quando 1 & irrazionale (44 — p == 0 per
ogni ¢oppia p, 9); allora non agcade mai che up nodo %, 1 gi BOVYAD-

(1% Vedasi H, W’EYL, ur ioati @ thierio des nombres 4 la méon-
nique statistigue ef 1g4 théerie perturbati L’Enseignement Mathématique, 16
{1914), pp. 455-467.
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Ponga a un algre hodo Z, 4(da I,
ogni by ley, m): tome rigylpep
ténza ? Ebbeng gi dimostrang :

19 1 tutty 1g eirconfe-
: C0 {y}, per quanto pie-
colo, il numerq ¥ {y, n) = #, che in egg¢ cadono
cresce indeﬁnitamente al erescere indeﬁnitamente di =),

2°) Linsiome dei nodi rigyigg «equidistribuito s gy tutta 1a
circonferenzg, (nel sengo che: il tapporto » (y, n)/n tende allg lunghezzy,
y di (y) al Croscere indeﬁnitamente di n; ciog ¥ (7, n)/n——y->0
per n— 00), .

Comporta g Searto v (y, nyjn — 73 ciod, quale a
maggiora 1o

y Ira tutte lg

la migliore ap-

e Approssimazione gj costruisee cop

un algoritmg classioo (quello delja cosiddette « frazioni continue »)
Dziale riggle alPalgoritmo euclideo, ‘

possibile qy;. fermarei g brecisare Iy maggiorazione Segna-

lata in 30); basti riflatter, Ul istante gpj Semplici contenuti g;
tutte ¢ tre g € sono disposti, ber dir cosy, g gradi-

, ) il retico]ato, a

temi di rette z — A,

hy & numer; interi >, ==, < 0) i fig, 26), '

Consideriamg Uno dei gquadrg (per as, 0= w =< Lo=y< 1)

Come un biliardg quadrato gnjje cui sponde (i quattro lati) si riflettg
elasticamente una hilig lanciata dy una pogizione iniziale (

Cou woa veloejty Yi=(ad) ¢ i cui Wovimentg avvenga gengg,

i 8¢ Pangolp g iuclinazione
0 irraziouale allora. 1y, traiettorig, non
iai e gj verificane le Seguent] Propriety -
19 1y traisttorig g densa gy tutto ij quadrato {nel sengo che
fissato arbitrariamente b punto qe] quadrato, in 0gni suo
ber quantg Diceolo, 15 trafettoriy dell;
2% Fissato up “AMpo (4) di apeq 4 interne
traiettoriy v benetra infipjte volte (secondo le quattre orientazionj

EEAERCET, 'u:.w;(m“.»-»»;,,m,w;;,\.- SR SR,

i
|
:

!

[
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definite da (@, b), (— a, by (—a, — b),. (@) — b), ¢iod vergo NI?’, t:er;o
NW, ecc.). Consideriamo un tratto di lunghezza 1 della t;aue or !.;
corrispondente all’intervallo di tempo l=t=1,; allora, 1a sc;mm‘l
s delle lunghezze dei segmenti di quel .tratto ¢he :sta.nnoz entro O::
campo (A4) & approssimativamente 441, cm%a .?/l — 44 per.1 —;—}— °
(81 osservi che i quadrato ha area 1). Dm}amoyt (T, Ai 1d<.< temp
di soggiorno » della hilia nel campo () (lurantfa I.mterva l? é1.Iemp0
l=t=s1T; allora, il tempo di soggiorm.} medif) in (A), G.IO il rap-
pohrzo 1—,(1’, A4)/T tende a 44 ai crescere mdeﬁmte_mmente di 7. <y
Qual’a Ia probabilita che, nell’interval]e_dl tel'n.po 0‘§t='. A
la bilia si trovi entro il campo (4)? Questa, proba:bihtém 8i espr;me
8ia col rapporto s/l ¢he col tempo di Soggiorno medio 7/T e ambedue

T
l
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nesti rp i : i |
q pporti tel?dono ad approssimare I’areg. 44, Dunque ung
" - - - » ’
dg:gmlno M un campo gi oSprime mediante un tempo
; .
Varon oy . 0 nel campo ¢ anche mediante i] quadruplo del-
PO stesso, Campi @i oguale area hanp 1is
eguale tempo (j Soggiorno, Insistigme il i modio paa
. . * 1L soggiorno meq;
Sere misurato gig Inn ? Paren 4y
g0 lasse del tempo ¢he i
. _ medi; ?
€ampo piang Ccorrispondente, e furea da
2 (Come i a,pl?rossima /2" al numero 44% 8i veda 1
: 1precedente; ¢l persuadiamo che Ia rapiqdity dipenc
al campo (4), ip modo essenzi
mero irrazionale. b/a).
Nel ca i i i i
50 13 eu% b/u sia razionale € quindi 14 trafettoria gig
; brazioni precedent; 1on gono pin valide Tuttavig
sa i i .
ovaie o rel&zmneu;l «;Jf'a,tto di soggiorno »y Bl ottiene jp modo,
émplice fra i tempo dj i
- Boggiorno medio gy

08servazioneg

Hatury aritmetieg del nu-

studio delle berturbazioni nella

C480 di tre pianet; (. Bomr),

suddivisiong dello spazio

ap cubiche, aneh 1 i

aatn ‘ : : y ¢ al caso qj
3. . 1?111‘ Dianeti (H, . (81 trattg dello Spostament,

10 del perielio o del nodo ascendente), c e

ZioneR(lit(;mmmo al sistems meeccanico generale e allg ‘ra,ppresenta,

€l 8u0 moviment, nello « spagi ' i .

e ' p 210 delle fasi» 329 di Gipgg,

Var;;éb;s:_o 8pazio & 'coutenuto Un  sistemg semplicementa infinito dj

Persuperficie) I — , olitenuto al variare di ¢ i otali variets,

uileé e prego up qualun-
VAN 8volge sulip va.

rietd stessa, Figsati varietd 17
== ¢ un punte

iniziale g0 ¢ un algr
traietiorig per a9 paggi a di gt
brossima quanto g 3 i pi i
o Varie«za dto SVI uole ; 'a,llleora di pin, scelti arbitrariamente
U6 campi parziglj q; egnale misura, a 28— 1 dimen

8ioni, potry 8ussigtere Vulterio .
. re 'O i . .
Soggiorno del punte @ (t) Proprietd che il tempo medio dj

futte Je traiettorie siano
1? S0pra presentato della
pih Semplice gigtemy, nel

v‘:ﬁl‘ide Ie .due Proprietd suddette, I model
bilia lanciata nel biliardo quadrato & j)

le, oltre che
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quale Pipotesi ergodiea & veri'ﬁcataﬁ, almeno per quanto riguarda le
doe coordinate di posizione. (Si osservi che la velocitd & disconti-
nua ed assume quattro valori isolati), '

Il movimento naturale dello spazio delle fasi in s (immagine
del. moto del sistema) conduee il punto &% che .8i trova in questa
posizione all’istante f— 0 in un punto univocumente determinato
2 (t) all’istante ¢: pertanto se JS{®) ¢ una funzione definita nei
punti x dello spazio 32 delle fasi, potremo concepire Sl () =
=f(x%¢t) come funzione della posizione iniziale x° e del tempo ¢.
Lasciando %" generico denotiamolo con go; allora stamo in presenza
di una funzione f {c, t) definita nello spazio 3% >¢ T (I asse del
tempo — co < ¢ < + o) a 2 + 1 dimensioni: guali particolarita
presenta quests funzione di (0, T) per essere stata costruita con Ia
definizione arbitraria in 3 e poi prolungata in X%+l - Swse
mediante Pandamento imposto, su ogni sezione f— cost, dal movi-
mento naturale del sistema meccanico 9 La costruzione di S, &) el
fa presentire che questa funzione non & la.pit generals definibile
in 3% 5 T,

Prima di rispondere a questa domanda osserviamo che nel
movimento di 32 in ga (guidato dal sistema) pud avvenire che un
sottospazio X sia «invariante » (ciod 81 muova anche lui in go:
per questo occorre ¢ basta che insieme ad un punto @ contenga
tutta la traiettoria I” per @) ; pud anche avvenire che X sia, oltre
che invariante, anche « metricamente indecomponibile » (cioé non
si possa ripartird nel’nnione XY — X, u X, di due insiemi disgiunti,
invarianti e di misura positiva). Siamo in grado adesso di rispon-
dere alla domanda posia segnalando una propriets fondamentale
{(J. von NEUMANN, G. BIRKHOFF, 1931) della funzione S, 1)

Sia X uno spazio invarisnte, metricamente indecomponibile,
misurabile secondo BOREL e»di misura positiva; () sia una fun-
zione sommabile in X (ciod integrabile con integrale finito) della
quale diciamo £ la media (aribmeticn) su X, ciod sia

< 1 . .
j_ﬁff(x) dae,
x

Allora, quasi ovunque in Xy eststo il limite

U-.-’-co

U
lim S, 1) dt = f* (ge)
/
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(®) == £) (La media

que iguale ajla media nellg Bpa-

qnasi ovungue signiﬁca, & -meno dj eventuali punti

X costituenti ai piy Un insieme parziaje di misura nujg, Si rifletty,

sui modelj elementayi ; j nomeri z razionali costituiscono up insie-

me di misura pygyy I} QueSta & Ig proprietd fondamentale della

funzione S, 1) che avevamo in vista: ip forza dj Questa, Vipotesi

ergodica & ricondobts, u) i ui varieta H — ¢ (di energin
costante) gig, metricamente indeaompom‘bile.

Le considerazioni dy noi svolte ‘gul Sistema meeeanico rimap.
Bone nell’ambitg della « Dinamieg generale » ; mg 1, sistemazione
dellipotesi ergodica nell’ambito dells Meceanicy statigtica richiede
Pintroduzione della teoria delle probabilita g in particolare, 1’ ygo
del cosiddetto «teorema limijte centrale », Infatti, 1 Meccanica gtq-
tistica trattg i Bistemi con yp grandissimo numerg di gradi dj Jj.
berta Ia enj Strottura gj bresta ai metodi g quella: teoria: i

far he che esprimono
la wedia nejlo 8pazio

si pud maggiorare Io
Ica statistien 8i estende cop
iea ; questa esteusione si vale

'L quella legaty aj cosiddetti
«s8pazi di Hirsggy . bossiamo dipe soltanto che Panalogo de} vet-
tore 2 dello. 8pazio delle fugi di Giegg viene costruito mediante 1y
tori autoaggiunti o qj ingiemi di autovalori,
8pazio clagsico 32 di GiBns) & go.
ig) discontinug « disereta » collegata allg distri.

buzione degli autovalori steggi, .

Lo sviluppo imponente della Figica matematica o dellg Figica
teorica, e le loro applicazioni.dumnte Pultimo megzgo 8ecolo ci fanno
apprezzare Vimportanga ael concetto g godicita, Sommariamente
ilinstrato 5, questa parte (o] discorso; 8830 & uno dej numerosi
pilastri gui quali poggia Iy imponente costruziona,

Ancora sull’ Analig; inﬁnitesimale.

All'inizio del mio discorge ho presentato i modo mojte 8O-
mario qualche Caratbere dell’Analig; inﬁnitesima]e, richiamando st
tenzione sull’inter zioni stazionarie di un sistema
i ne unalitics (ra.ppre&entazione
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i imento stesso.
\ azi in grande »} del mov :
» € rappresentazione « . nde ‘ X o stesso.
- >ri rendiamo quelle considerazioni per preu.}sare a ;bih oon-
i ] 3 L] LY 1
Ad:"ssf'gugrdanti Vandamento delle funzioni di pitt var
cetti rig £ newto delle 1
particolare il concetto di dlﬂ'“elenz(;aﬁl}h?];e cariabil g, g o, vifeito
i e
ia z=F{r,y) una funzione el
il ':I.SIE Z uu{E éiétem& cartesiano ortogonale Od(w, gz), .0101;?;11;% o
o ica di 2z =f(x, ¥} mediante i
N regentazione geometrica 7@, : i o Colle
I Pplgi livello /(w, y)= costante (vedi fig. 27 e 28). FlssmzaT ul l:}hiu-
- o T, di eui diciamo T* Ia frontiera (o contorno)
un campo 7,

} - z
"_“““.*_“—k—g_‘_\

fig, 27

sura, ¢ Hé I‘Il“SI(’[IIB lf-lle !isl]liau (ia“ nnione 1 = de]ld sua fIOBtIEIa
dl
H

& Ui I un cerchio e 7% la sua eirconferenza nellfl,
ﬁT; ;?;;‘311:1;1 tl?;?;n‘i:) ld.i un rettangolo e 7* il suo contorno n_ella
e 2H821 interesse Pundamento di Sz 9 in T (compresa la )ﬁ::n;;il;ai
T*) e anche Pandamento della funzione J {a, y) guaa;d(; I(I:z,.g; P,

iabile vincolato lungo la frontiera T . ‘Penmam ,h,esse
Vam‘_‘bl X le sue derivate parziali prime e seconde, anc _
butte o '0011 -eé una '« smussatezza » riposante per Ia nosFra 1(111:
:uFt? Sgnjﬁléu;ﬁb concepire cosi la superficie § rappresentativa di
uizio
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Sz, ) (1a 8rafica) fornita g;

nellintorng di
borficie § g;

io

oy gy 7 (per

unti in gyj j,

(w; ¥) sia lelcola,to
5, e hella fig, 27

- 8i ogseryj clig got

) 8 staziongpin . .
gl altri yqy lo 'onario anghe

.sou_{_)). Il pungo (@ ¥ a Valorg
n ¥y lungo 7+

Ioea.
Obpure gomg «globale »

1 .
y {Der es, 4 estremantj local;
bale iy 77; :
e in 7 idem ;
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®® e ' non sono estremanti in T b, s, gets; ges, ®'6, a7 della
fig. 27 gono estremant; locali Tango T*; 25 e 27 sono minimi glo-
bali Tungo 7* ¢ gt » massime globale lungo r#, analogamente,

-nella fig. 28 trovinmo per es. ehie a2t & punto a valore stazionario sia,

su 7' che lango T*; ot & estremaunte locale Inngo T* mentyre non
& estremante in T; 2% non & a valore stazionario nd gu 7 nd su
T* ma » bunto estremante (massimo) locale e globale sia sy T che
su T* ecc.). Osserviamo che g bossono presevtare punti estremanti

lungo T* che non sono estremanti in 7 (per eg, g9 fig. 28); punti
7 8010 a valore stazionario {per es. @S fig, 27 s

La ricerea dei punti estremanti e dei valori estremi di f (&, )
& un problema elasgico del’Analisi infinitesimale, E anche classico,
ma molto pi complicato, il problemy della ricerca dei valori estremi
di una quantitd variabile. che dipende da una linea 0 da una super-
ficie ece. (ciod come se gi trattasse di una funzione anzichd di due
o pin variabili, di infinite variabili indipendent 1)+ es80 eostituisce
Poggetto del Caleolo delle variazioni, sorto con Popera di BrrNovLL1
¢ di EULERO; ma su questo dobbiamo sorvolars e diremo soltanto
che, in tule Caleolo, preudono ancora maggior rilisve o importangy
le distinzioni analoghe a quelle precedentemente accennate,

Per una funzione smussata come Ia hostra, la ricerca degli
estremi locali all’interno dj T si compie seegliendoli frg, quelli a
valore stazionario, I ricerca degli estremi locali in 7 che stanno
sulla frontiera 7* gi compie scegliendoli fra gli estremi locali della
S (@ y) con (,9) vineolato lange T#*: quando 7# gig esprimibile
mediante una equazione @@ %)= 0 con la P (%, y) convenientemente
Smussata (per esempio la cireonferenza, (@ —a)® 4 (y — b® — R — 0)
gli estremi loeali luago 7'* 8i ricercano col «metodo dei moltipli-
catori» di Laerawgn {(nel nostro caso gi considera la funzione an-
siliaria £ (x, y) + A (z, ), 2 parametro moltiplicatore), Come abbiamo
detto, fra gli estremi locali lungo 7% gj scelgono gli estremi loeal
in 7 appartenenti a 7%, Quando Ia frontiera 7* qi 7 hon gia espri-
mibile mediante ung equuzione Smussata, come per es. nel cago
di 7 reftungolo (fig. 28), ma risulti dall’unione di pilt pezzi ciascuno
smussato (nell’esemp_io di fig. 28 figurano i quattro lati clagcuno dei
quali & dato da ung equazione lineare) ber ciascuno di talj pezzi gi
Puo applicare il metodo di LAGRANGE e poi limitarlo allareo ; di pii
81 devono prendere in esame i vertici che sono le intersezioni qi
saldatura dei pozzi smbssati del contorno,
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Se o his . .
_ Ie variabi); indipendent; fossero per esempio quattre =
#y), Ia frontiera q; 7 sarebbe ung varietd a tpe
mussati questi

brocedente pe
dimengion;j ; - a v
; .
rontiens L. . ; ha, a gnga olta, ung
Oltilers rudim p
(fle o ossors nioi " entale de] rettangolp I} che

Pud anche i i
& cintorpehe darsi che #=J{%y) sia definity da una relazione
e e bendenza » fy | tre variahilj x, #; ciod mediante
N .
" n(i EI.zmne F(z, ¥ #)==0 che le mpegna tutte tre senzg che
I8 una eome brivilegj i
. glata. Ebbeng m questo g
8lano soddisfagte certe izionj ’ o o
@ condizioni (fpy 1o i '
yad . . quali & da nety
Ciascsld OF/0z o 0),. S1 possono ricayape Una o pin funzionj &
una delle gualj g dice ¢ definjts imph'citamente

Flo,y 2 =g (Per esempio 42
. 0 2 2
Fa PO 492 22 pe

y Quandeo
re quella
» da-]l’equazione
= 0 congente di riga-

= pE g B e
2, _VR?'-—wz——y?, z2=——i/R2—-$2—-3/2
definite nel cerehig T =
vate parziali g Z, (
trebbero fare eonsid

@+ 92 < B¥ alla eni cireonferenzg 1e der;j.
Come quelle qj %) diventane infinite, §;j po-
antaloghe per lg coppia dj funzion;
una coppia i equazionj

minute, che g Seguono heng
mo svolte allp Seopo di pre-

2 chiaramente il fenomeng locale

X i.I fenomeng nell’interne del Camwpo dal fapg.-
i 1l fenomeng hel

. eampo in Prossimity depy
elllo ottennto Vincolando {) punto a varigreg lungo 1:
7 1a legge dj interdipendenzp, Ira vari elementi vy,

Iguardante up sistema, isolato ¢
distinguere fra cauge

Dtuizione g
dal fenomeno globale
eno gnlig frontiers
frontiera dg qu
frontiers, stegaa

) ©8Senziali per 17y, che i yyuol fare
& tale Strumento pe].

. ton classicg cagtigatezyg,

€ 81 possone porre. moltg domande,

0
- = ’
Pipotesi che @880 si presenti,
Quando questa vengg 5

[71] GIOVANNI RICCI - 11 pensiero matematico eeo. 51

connesse con lo studio di f(x, y), rivolte a chiarire premesse di fondo
¢ che, nella maggior parte dei casi, mettono a fuoeo tipi di difficolta,
che si devono superare, Poniamone qualcunsy :

Come & definita Ia fungione f(2, )7 Se essa & data- mediante
operazioni da eseguire sui numeri @, § (operazioni in numeroc finito, .
oppure sviluppi in serie, rappresentazioni mediante integrali ecc.)
la rappresentazione che ne risulty ammetie un « campo di esistenzy »
spontaneo e nafurale 7'? Questo accade per esempio per le funzioni
analitiche (sviluppabili in serie di TAYLOR): esse sono smussatissime !
ammettono derivate finite e continue dj qualungue ordine all’interno
del loro eampo di esigtenza B, wa in prossimity dell frontiera #*
di K sono, in generale, complicate (in questo caso, assumendo T
interno ad &, Sl#,y) & prolungabile fuori di 7).

La funzione Si{®, y) & definita soltanto in Toed prolungata anche
al di faori? (Nel caso delle nostre figure 27 e 28, s,

Ammesso che 7 sia un ¢ampo come « gOvrapposto » alla J per
esplorarla nella zona da esso occupata, la frontiera 7* qi 7 fino a
qual punto risnlta smussata? I possibile applicare i metodj per la
determinazione degli estremi in 7 gu 7%9 Riteniamo per un momento
la fonzione oggetto J(#y) di per sé abbastanza smussata ; qual’s
la smussatezza orities di 7% utile per Papplicability di tali metodj 2
L’analogo problema si pone sulle ipotesi di smussatesza per la f(w, y)
all'interno di 7 e sulla frontiera 7% e 12 dove la smussatezza difet-
tasse all’interno sorgerebbero punti (magari isolati) da aggiungere
come punti di frentiera. .

NelPatteggiamento Pit generale (svincolato dai tipi di rappre-
sentazione) z =— Six, ¥ & nna legge che ad ogni {z,y) appartenente
a T fa corrispondere un valore di z (funzione definita punto per
punto l}; questa legge potrebbe a priori non egsere rappresentabile
mediante una espressione analitica e Tu grafica § di S (@, ¥) potrebbe
alche essere lontana dalla intnizione che abbiamo delie eomnuni go-
perficie; come affrontarne lo studio in questi easi? Pud evolversi
PAnalisi infinitesimale delle funzioni (per Pandamento, i punti egtre-
manti ecc. in senso sia locale che globale) per adattarsi a questsa
veduta generale? Si pud. sostituire alla funzione f (%, ¥) un’altra ana-
loga f(a:’, y) che sia « quasi-ovunque » uguale alla Precedents allo
scopo di averla pidt smussata di fronte a quel concetti  Come tarare
quel i- 18:81 que nel senso «a meno dj
un ingieme @i misurs nulla » : occorre una penetrante nozione di
«misura » degli insiemi; sarj utile, per quanto & possibile, che ia
descrizione dei fenomeni passi da una forma nellinfinitesimo a una
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forma jntegy .
Ntegrale agy una  penetrante nozione (j integrate .
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dalla fage qdi critica, quando ha, incominciato a notomizzare se stegso.
Questa fas'e, iniziatasi ai primi dell’800, continug tuttora con le
risposte a domande @i cui quelle enuneciate costituiscono tipi gem-
plici e primordiali . continua, come la corrente di un grande finme
tumultnoso che, accante a filon; ampi a chiari, ¢omporta turbolenze
¥ i ' - ot vuole essere affutto nega-
bossiamo scorgere storicamente
degli atteggiamenti, ritenuti esasperati dai coutemporanei, che furono
gerwmi di ampi fruttnosi sviluppi.

Ritorniamo con la mente al modellp « castigato » (igure 27 ¢ 28)
che fornisce immagini semplici e intuitive. ¢ proponiamo di preei-
sare il concetto dj differenziabilita, delle funzioni di dune o piit va-
viabili: faremo questo pensando agli spazi a » dimensioni percha
garemo condotti a formule semnplici, grazie alle nozioni dj « vettore »
e di « matrice » che oggi sono di ugo corrente nelly Matematica.,

Lo studio della geometria negli 8pazi & n dimensioni bons la
nozione di «punto» o « vettore » come wn-upla ordinata di numeri
(vettore a n Gomponenti o coordinate : diciamo n-veitors)

mE({Bi,w’g,...,wn);

8i istituiseono le due operazioni che danno i) prodotto & - ¢ di un
numero & per il vettore o e la somma @ + y di due vettori ey

“'wzm'“-:(“mu‘":“wﬂ)a m+@/=(wi+y1;---;$n+yn)

{esse possiedono le semplici proprietd formali ben note); si defi-
nisce il « vettore nullo » ¢ = 0,..,0) e il riferimento nello spazio
(e!,e?, ... y €x) costituito dalla nr-upla dei « vettori fondamentali »
(el=(1,0,.. 3 0)y oy €% == (0, 0, .., 1))

Un insieme di #-uple cosi organizzato i dice « spazio veltoriale
lineare a = dimensioni » : le Gomponenti z; sono numeri dj wn eerto
campo numerico ;

C. Per semplificare Ia nostra es
4 % componenti real. ‘ _

Nello spazio lineare si pud introdurre la nozione di « prodotto

interno » dei due vettori % e Y come il numero

ac~y:(ﬂc,y)=w1%-!----+%?!n

®, in accordo con questa, la «norma » fle || del vettore a ‘e 1
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«distanza » || g _ v dei Que vettori x o ¢

el =@y~ (3 g r— =13e,— nrl”

1

Seriveremo ®=0 per Intendere Xp = 0(h =1

intendere 4, = =
=0k = Li.,n e ber almeno pp valore

1 d e . 1 . )
ue vettori 4 ¢ ¥ 81 diranno « ortogonalj » quando

. Come ésempi pensiamg allo gpagi
dei preszi o del vettore a

P-ad=(p g =

¢ del vettore P=(p, , oy Pa)
E‘(g.1 79 ) delle quantity e al prodetio

al vettore Y di B» dat, dal

Vi =@y ¥ - ia g -, - Ty &y,

L R + . e e ., .
. LY

Y= By ‘+‘ Uy Ty + e + LI

che gj abbrevia con la hotazione

Y= Adx

ét_ una «applif:azione» di B gu pm (eventualmeute di B gy ge
Z czssio)_!_ eh; si dlcg « trasformazione lineare » (4 (am) = Ax

A - %) == gyt Ao aratterizz: o dei ,
fe -- ) ed & cdmttglzzaba dal quadro dej coef

(511 ("-12 e alﬂ

= {ay2)

A == | % .. aq, (/b =12, m) |

7»:1,2,...,%
“mlam2l--anm

¢he si chigma < Inatrice qj tipo (in, %) »

Le m‘ 1‘. * . . ] '

rolla Mat;;,lg-l (t.abelle d.l nu.men) 81 presentang Spontaneamen te
o a mIa. una situazipne tipica @ quella segnalyty Sopr.
#lle tfrasformazmni lineari (fra queste g trovano g ‘OP“‘
omotetie, 1e dilatazion] lango i versor fond:ammeuf;alli)eI ot

questo punto qj Vista gembry che 1a m :

una nuaovg 4 pitt a
Connesga a 4y formalismo, e di
Cul sempre gi puarl

lo rotazioni
émb atrice fornigey Ia
wpia intuizipne geometrico-spagiale
natura hen Iontana @, quella g

ato nelly geomeiriy classicn, e matrici gj bre-
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sentano anche nelPEconomia matematica (per es, Modello Tmput-
Outpnt di LEONTIEY) i nella Teoria delle probabilita come « matriei di
transizione» ; nelle cosiddette « catene di MAREOYV »; nella Program-
mazione lineare; nella Teoria dei giochi ece. Aggiungiamo che
nell’ Analisi fanzionale si breseutano vettori econ una suceessione di
infinite eomponenti e matrici infinite nelle quali il gquadro @&
illimitato, .
Sia y = f(ax) =F®,%,..,2,) (humero reale ¥ funzione  del-
Pn-vettore o) definita in un campo T del quale s sia punto interno ;
consideriamo accanto a g0 (punto iniziale) il punto @ - Az (punto
variato) interne a 7T, ottenuto con Vineremento 4 dal vettore o,
La funzione S(x) si dice « differenziabile nel punto a®» quando
esiste un vattore PP=(97,..,pY indipendente da 4o tale che
Pineremento Ay @i y relativo al bassageio dal punto a® al punto
a0 - doe, ciod s
' Ay =7 (@° + do) — f (o),

81 esprime mediante la formula
Ay = p° . dx ¥y { o)

nelle quale », (doc), dipendente in generale da Aw, & infinitesimo
insieme & A% e tale che rofll A || — 0 per dwe—0. T prodotio
af = p° - dx si dice differenziale di y (o di f{x)) atbinedte al passag-
gio da a® a o 4 45 il vettore 9 le cui componenti pd = (d7/da,),
sono le derivate parziali finite della f rispetto alle gingole variabili,
generalizza la nozione di derivata finita : Ia differenziubilita implies
un certo comportamento locale di flae) in g0 (che & verificato per.
esempio quando p esista continuo in un intorno di 2%, Questo &
un prime tipo di smussatezza per la funzione S5 (@ y) 1a grafica
di f(e) ammette Ia varietd lineare #-dimensionale tangente (iper-
piano tangente). I punti o’ a valore stazionario sono quelli in eui
J(o) & differenziabile e inoltre & df =0 ciod pY=0.

11 differenziale secondo di y risulta dallanalisi del termine
¥y (du) della formula precedente : si dice che ¥ = f(x) ammette dif.
ferenziale secondo in g0 quando {oltre ad esistere il differenziale
primo d4f) vale la rappresentazione:

Ay:po.Am—f—%@o(d%dm)"f"'ﬂ(‘lm)

dove ry/[[4%|2—50 per dm—0 e il termine di 2° ordine
Q" (da, Ax) & una forma quadratica 2gp A z, da, i eui coefficienti
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(costituent; una (p, u

condo faigy o . Fmatrice simmetrien 9% sono Je derivate se- . dove necessatiamente 'P}Ek: (3&/3%)0 oo T i

&) nel punte go (necessariamen e esistent) . trasformato . di A@x con 1a trasformazione lineare PP si dice
dy = df = P dw differenziale primo di f(x) in x° ece.
Se P% & la matrice a elementi tutti nulli rigulta df =0 o, in
ale second _ . | . - . Questo ca'aso, '900- ) un punto a valore #° stazionario, .
ondo di flo) risulpg allora per definizione : - - Per il differenziale secondo (analogamente a quanto abbiamo
' veduto per il numero %) entra in giuoco la rappresentazione

h=ah= (50
]

Ii differeny;

Ay — g2, _
¥ df»QO(Aw,Am)=2q,‘;kAmhdmk.

fea un certo com- - 4y = PO doe + % & (da, dx) + 5 (d)
y che ne asgicura ung nlteriora '

Vesistonza qj daf, confronti qi quela imposta dy). ' ‘ dove {[ (| /]l dae [*—0 per Ax—-0, mentre (@', 2% & un ope-
_ La ricerca dei punti ge* estremanti . . _ ratore bilineare (ciod lineare in ! o lineare in %% che fa passare
PPundt o 3 vajone S stazionavie o scef]('m} St eompie ricereando dalla coppia di due n-vettori @'y x? (nel caso specifico Ao, A2) a un
bunti a* pej gygr Ia forma @° ha cert ¢ rgtl;ano:lo, fra questi, quei m-vettore; questo operatore & costruito mediante la tabella di nu-
Mo a dire: questo metog, vale nei cqs; )iﬁd atert che qui non gtiy, meri a tre indici qf, =(8% 1/, [ 0w, 0=}, (le derivate parziali seconde
d.arsi che Vesame del differenzigle secolnd 0;12111”“’ berché potrebpe finite delle componenti Jedi £); in definitiva Pm-vettore Q° Az, Ax)
Sla sufficiente ¢ sia necessario Vesame dj Ott L ha come eomponenti i numeri 4z ¥, = @ (dx, Ax) che sono i diffe-
m(? del differenziale terzo ece, Ancora, jr‘e . J-B(m) . _ renziali secondi delle yy (k = 1,2,...,m) componenti di Y.

“ul, pur esistendo i1 differenzigy e comp?mat.o . i ; Se 9 = f(x) possiede requigiti di smussatezza, sempre precisa-
8acondo, poiche allora si y1jep; . i bili, e & non & a valore stazionario (ciod P° non & la matrice nul-
Adx in guisa che 2 f . ) h i li Ial) allora Pincremento Ay di y ha per parte pfeponderante (parte
tenere ancors Presente Ig : b . ' principale) il differenziale primo dy == PO Ax ottenuto wediante una
%° sia punto g; frontiera, : ’ i i trasformazione lineare dellVintorno di g nell’intorno di 49 tanto

Sia adesso {

Y

Piil approssimata quanto pitt & piccolo dw. Se a0 3 g valore sta.
. zionario la parte principale (del 2° ordine rispeito a | 42 ||} viene
Y = f(ax) assunta, in generale, dal differenziale secondo, Tubto ¢id mostra Iy
' grande importanza delle trasformazioni lineari per deserivere loecal-
funzione di yp n-vettore m (si tratig del sfste- mente i fenomeni anche complessi, poiché il punto generieo, salvo
compatta dj m-funzioni @i 4 variabili ._ casi banali, non & a valore stazionario, Se 2" & a valore stazionu?
rio entra in givoco la trasformazione quadratiea che costituisce
, 3oy M) g Vapprossimazione ulteriore. Oasi ancora pitt eccezionali si possono
- é%ﬁ;ﬁ;ﬂmmg;;‘:it:;a laualogia, 1a diﬁerenziabilitﬁ, di Y =F(x) in p.l'eﬁﬁgFare:i.nei quali & i-x\ldislpen:ab;e la.dgonsiderazione dei differen-
& rappresentazie i z1all di ordine ancora piit elevaio Y, 4%y, ecé,

4 . e _ Tutto cio giustifica Ia tendenza a introdurre ipotesi semplifica-
Y= g + ry (dax) ' triei adatte che condueano a un modello analitico abbastanza smus-
' Sato: rimane sempre da non dimenticare la delimitazione del campo

entro il guale Ia validita del modello & garantita,
. _ To debbe scusarmi se lo richiesto, & chi non abbia familiari
© 1ma (m, n)-matrice certl concetti, troppa fatica ber essere seguito; questa fatica o
PD‘*(E’}Z;,} ' (h=1, M= 1 ’ ' tuttavia illuminante, poichd ¢i orienta sull’uso che si fa dello stru.

1 condiziggpi pit generali)

ciod un M-vettore ¢
ma geritto ju formy

¥n =/ (.’L“i 1 Ty ey @), (b= 1,2

dove Pm-vettorg ¥y (dm) & tale che

Ivall/ ) doe | — o per de —y g po

3 oeey )
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partenza antitetin. . .
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Programmazione' lineare,

- .
;,1 broponiamo adegge di aprire ype
menti  tipicame b i
o, gm' giol;h? at]tluah. Ia «Programmazione lineare » g la
¥ ele gong gpy lor i
. . 0 conmessi, I, i
i , - La lore attiy,
- S5viluppo Concettuale epe nellg applicazioni, d udthta’
- 0 conce . ovuta
o 2 8vole Lougl.unzmue fra Pevolvers; dell’Econo,mia -
: avvento deglj elaboratoy elettronici Hatoma
. 8 programmazione lineare gj ocenpa dj
L problemi conereti, in mgogqy barticolare d; q
ge tc.m:lvengau oppure ne eseguire upg, certa a
mative, seeg]i i i
- di,v erseg‘ erllle Ia modality Pt favorevygle quando ge pe Dbrese
analoghe Possibili, Pep €8empio; Iy ripartizione d Hn‘
- - - . e a
81 tipi di yp Prodotto, ]a decisione
azzino, "I localizzazione ottima,

Spiraglio 80pra dpe argo-

Una  ampis categorig
welli rivolti q decidere
Zlone e, in cago yffey.

sedi degli
te oircosta,nze,
ua comunicazioni,
O marittimi ¢ ferroviarg o com-

Ia 0 ‘-. Kl L] [}

1 d_lstlllbuzmne obtima {e; messaggi in npg refe dj
E.L distribuzione dei trasporti aeref :
binati pep & compagnia geg,

ix(())ne d.1 quest.a categoria dj Problemi da parte delle
N0 risolverli traendq Vantaggio dall strumento

ung imposba,zione ra i
’ p o razionale e preg
elluso da PoCo pilt di Qjeej annj, procise, & entrag

"« for improving the efficiency of their operations,
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GEORGE B. DaNrzia pella sua reeentissima ampia e doeumen-
dice : « Linear programming . has been gerving in-

tata -opera (11)
it has provided a movel

« dustrial users in several ways. First,_
« view of operations ; second, it induced research in the mathematicsl

«analysis of the structure of industrial systems ; and third, it has
«become an important tool for business and industrial management
Thus the applica-

« tion of iinear programming fto a business or jndustrial problem

«has required the mathematical formulation of the problem and an
« explicit statement of the desired objectives. Tn many instances
«8uch rigorous thinking about business problems has clarified
« aspects of management decision-making which previously had re-
«mained hidden in a haze of verbal arguments, » '

Nei problemi della categoria accennata si presenta Spesso una

funzione lineare intera (funzione obiettivo)
2 =0 + o1, + . - 0,2,

da rendere massima o minima con Popportuna secelta della n-upla
dei valori da atiribuire  alle variabili Ty &y gy @, (variabili di
azione): z pud essere un profitto, una quantita prodotta oppure una
Spesa, una quantitd dissipata ece. La scelta delly n-upla deve sod-
disfare a delle condizionj (vincoli) che sono espresse mediante equa-

zioni o disequazioni lineari; per esempio
W 4 ayty . 4 a0, =
b, 4 bory + ... - b, =

@y = 0, Ty = 0,0, 2, =

[(eon notazione vettoriale si pud serivere:

< x = 0),

F==c @, a.x=p, L= g,

Alla luee delle considerazioni sull’Analisi infinitesimale esposte
preeedenbemente, questo problema si presenta con caratteri teoriei
di estrema semplicitd ; pensiamo per un momento al easo n = 2

g and exiensions, Princeton N. J., 1963,

(") G. B. Danrzis, Linear programmin,
Vedi p, 28: i eorsivi sono delPautors,
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Variare di hy 11 sigt
5¢io di regte Pbaral]

botrebbe dimostrare Cont gemplicity

v che npg, funzione lineape in up

non puy a488umere i] valore massimo allinterng
lo stesso gj dicg

tante, non gj Pos-

valore stazionm-io!) Dunque, ;

- N - N ] 1
puati estlemanti, S€IMpre egistent 8¢ il campo 7 ¢ limitate dn;b
, -

.bon'o tr - frontiera 7= i 7. Nely figura 29, ritenendo che
Ciascuna vegty del faseio g

campo T del Piano
di T a mepe che p
per il valgr

harallele jvi Seghate o gjy crescen
81 vede chiaramente che: iy (

di magsime (ambedue punti a valgre
lungo 1, froutiera);‘in (B} i due vert
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nimo e &> & punto di massimo, inoltre';)gni punto del lato st
bunto di minimo {il punto x5 pop & punto a valore Stazionario nep-
bure per @& vineolato lungo la frontiera); in (€} il punto w8 nep 8

_estremante né interng né di froutiera, ma & estremante (magssimo)

per e vincolato Inngo 1a fronfiera; in (#) il campo & illimitato o
il punto @' 3 di minimo luentre non esiste punto dj massimo eec,

Nei problemi tipiei di Programinazione lineare i1 campo T dei
vineoli si riduce g utte figura poligonale convessa limitata o illimi.
tata (come per eg, (B) ed (H)) e allorg i punti estremanti 8ono cer-
tamente nei vertiei oppure eccezionalmente lungo tutto un lato
(vedi (B) in fig. 29), _

Queste considerazioni gj estendono al cago di fre variabil;
(avremo il fageio dei piani paralleli dj livello e 1y figura poliedrale
convessa T dej vincoli) e n variabili (avremo il fascio degli iper-
biani, ciod varieta lineari a » — 1 dimensioni, paralleli dj livello o
la figura poliedrale convessa T dei vineoli). In ogui easo Ia rigolu-
zione del problems ricondotta allg, determinaziong della funzione
obbieftive z nej vertici e nella gcelta del vertice o dei vertiei che
assegnano il massimo o j| minimo dj g, ‘

Nella condotta teenica della risoluzione sj Possono seguire pro-
cedimenti diversi, fra Ioro concettualmente analoghi, in eiascuno
dei quali Uimmagine geometrica & chiarificatrice tuttavia il proce-
dimento, in ogni caso, ha il carattere analitico schematico che Io
rende adatto g formulare il « pProgramma » per Pelaboratore, Qualora
lo si ritenga utile, a una disequazions lineare by @y oo+ b, =q
81 pud sostityire il sistema

bifib‘i + ™ —I— bﬂwﬂ + Eppy = '

cognita, Si comprende bene che Juesto artificio, eventualmente ri-
petuto pin volte, conduce ai vincoli espressi mediante un sigtems
di m equazioni lineari in N incognite P13 %y, ey 2y aleune delle
quali sono dette incognite di bage eld entrano una per eiascuna
nelle m equazioni e inoltre devono verificare a, = 0. Un sistemy
cost fatto si dice in « forma canoniea ». i pud anche considerarg
il problema in «forma standard » mediante le condizioni seguenti
che scriviamo, per ragginngere maggiore concisione, in forma vetto-
riale :

F= .,
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dove A & una (m, n)—mabrice, £ & un m-vettore e ¢ un n<vettore
ambedue assegnati, Per esewmpio, nel caso g == 1 n==3 il sistema
Aw =1 & costituite da uua sola equazione @y, 2, 41 @roly - ity ey = b
cITe definisce un piano del gquule g deve cousidéﬁaf‘e l&iie‘;;iom‘:)
triangolare (eventualmenta illimitata obpure vuota o ridotta g un
punto) contenuta nei « quadrante » B Z0, 0,20, 2, =0 i laki
de.l triangolo gong Sui piani eoordinati, Se la I_'egi’oug Eiango]are
szlje.ed é ]imitam, il valore minimo qj # Viene assunto in uno dei
iei. '

Tn ” A Pieeres p ;
generale la rigercy dell’estremale b0 essere organizzata

lango un brocedimento (algoritmo dal sintplesso o metodo del sim- -

plesso) che gj bresta, come abbiamo detto, all’uso degli elaboratori
e]ettrouiei; Su tule proeedimento sorvoliamo e diremo soltanto che
m.entre Pamplinmento del bumere delle incognite con I’intfoduzione
di quelle ausiliarie renderebbe impraticabile la risoluzione quando
veuissero usati megzgi tradizionali se m e 5 risultassero troppo
grandi, detto ampliamento congente di € programmare » per Delalo-
ratore glj algoritmi e | metodi suddeis, Parlendo da una soluzione
« cauou.icfm » accetbabile (ima nogy ottimale), Pelaboratore, mediante
Suceeanm bassi, va alla ricerey della soluzione ottimale richiesta,

Riflettiamo un mowento su quanto & stato 8s5posto poco fa sy
certi metodi generali dell’ Aualigi infinitesimale :
della DProgrammazione linear
punti 4 valore stazionario e
8ico dei moltiplicatori

Accenniamo  dj bassaggio alle estensioni d; questo problema,
Sono stati siudiati: @} problemi nei quali i coefficienti sono interi
e le soluzioni g gi ricereano a coordinate intere (prohlemi ¢he in-
Vohlgono Y Analisi combiuatoria, I Analisi diofanten ecc.); ) problemi
11'61 qualt i vineoli VeNgouo espressi, anzichd mediante disequanzioni
lineari, da disequazioni anche gj grado superiore che conduncono a
campi 7' conveggi {eventualmente con la condizione ulteriore che o
s?luzioni & abbiano coordinate intere); ¢) problemi in cni i epeffi-
clenti dati Qnky Oy by siano affetti da incertezza di caratbere pro.
babiligtico definita mediante funzioni distribuzione assegnate, Tae-
iuendo Presenti ]e‘,considerazioni generali del capitolo precedente gj
iniravede in quale medo ivi gi inguadriuo queste diversre forme di
estensione del problema, k
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Teoria dei giochi, Comportamento economico,

Uno dei pitt grandi matematiei contemporanei, JOHN von Nuy-
MANN, nel 1928 pose su basi assiomatiche una teoria dei giochi (12),
Egli proveniva dalla seuola di HirnBgRT che, in uno dei suoi molte-

 plici orientamenti, si- era rivolta all’assiomatizzazione della Matema-

tiea. Ricerche verso la teoria dei giochi erano state svolte in pre-
cedenza da E. BoreL (1921),

Le idee espresse da J. von NEUMANN non ebbero particolari
sviluppi finehd lo stesso von Nmumany ¢ Peconomista O. MoRrGEN-
STERN della scuola di Vienna non richiamarono Vabtenzione su
quelPinguadramento e sn quelle idee, segnalandone le posgibili ap.
plicazioni al’Economia matematicy : nacque cost opera fondamen-
tale, oggi classiea, di questi due autori (*%); in essa si riprende la
teoria presentata quindici anni prima dal von NEUMANN, dandole
un agsebto pit evoluto e completo, mediante legami con la teoria
degli insiemi, la topologia e la teoriay delle probabilitd, e facendone
wna applicazione concettunle molto interessante intess a giustificare
6 a formulare matematicamente il comportamento di un individuo
o di un ente inserito in una competizione ecoriomica. Si tratta di
concetti cosi generali che possono guidare teoricamente le operazioni
anche di fronte a certe situazioni schematizzate di osbilita belliea,
segnalando il comportamento tattico o strategico pit favorevole,

Dopo Ia eomparsa di guest’opera, la letteratura sull’argomento
81 & avolta fiorentissima e i legami della Teopin dei giochi con le
teorie ausiliarie si sono fatti via via pitt profoudi: orizzonte dei
problemi si & ampliato sempre pitt e nelle direzioni pidt inattese.
Noi tenteremo qui di illustrare un concetto fondamentale di questa
teoria nella sua forina schematica ¢ primordiale, :

Consideriamo una matrice. 4 — (@nr) di m rvighe o % colonne

(€)
Bg @y e gy,
thay fos e oy,

. . . . .

A L] Dz one Cynn

() J. von NEUMANN, Zur Teoric der Gesellschafispiels, Math, Ann, 100,
295-320 (1928); Colleoted Works, VI (1968), 1-26,

(**) J. von NmumaNN and O, MORGENSTERN, Theory of games and econo-
nie behavior, Princeton N, J. 1944,
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ad elementi gy, reali, positivi nulli o negativi: questa matrice (ta-
pella.di numeri) eostituisce il regolamento del gioco, nel senso che
i .sum elementi {numeri reali) sono le quote che il giocatore (0)
(giocutore-colonna o giocatore del minimo) deve pagare ad {RY {gio-
catoreriga o giocatore del magsimo) vel gioco elemantare organiz-
zato nel modo seguente : () seeglie una riga {(per esempio’ la h-esi-
ma)_ e simultaneamente (C) sceglie una colonna (per esempio Ila
k-esima) ; simultaneamente signifiea che mentre un giocatore sceglie
‘non - conosce la scelta del’aliro. Eseguita 1a sceita, (0—) baga ad
(B) Pammontare di @y lire (se apy, & negativo allora (C} riscuote da
FR) Pammontare di — apr live). Questa scelta » una mossa del gioco :
il rego]_amento (la matrice) potrebbe anche variare per le mosse
fuecessive. Consideriamo come esempio la ben nota « morra cinese »
basata sulla scelta di pietra (p), forbiei ( S), carta () e, considerata
1 1a quota che il giocatore vincente rizcuote dall’aliro, questo gioco
elementare & regolato costantemente dalla matrice ,

&)y +1
+1 -1 0

come ci si persuade con un momento di riflessione,
Consideriamo come esempi lo seguenti matriei :

(O

1

12 2 —3 (

6 5
4 11
() (b (g} (@) (e)

o Sia (@) la matrice che regola 1 pagamenti di (C) ad (B) & imma-
gmiamo che ogui “gioeatore gioehi eon prudenza ; allora (C) {(che
sarebbe portato u scegliere la prima colonna per pagare — 7, ciod
pe'r riseuotere 7) deve tenere conbo del pericolo che (R} scelga la
pmma.r%ga per condurlo a pagare 12 e quindi, per essere gicuro
del minimo danno, scegliers 1a seconda colonna che lo condurrd a

{851 _ GIOVANN! RICCT - I1 pensiero matematico ce, 65

perdere al pit 5; in sostanza (() sceglie la colonna che contiene il
minimo fra i massimi delle colonne; per analoga ragione {(R) sce-
glierd la seconda riga che contiene il massimo fra i minimi delle
righe: la mossa del gieco conduce all’elemento ton == 5,

In questa matrice (@) esiste un elemento che & «elemento di

~equilibrio » o « elemento di sella », perché esso &, nello stesso tempo,

masgimo dei minimi delle righe e minimo dei massimi delle colonne.
In generale sia @, un elemento con guesta proprietd, allora &

og — Max Min dny = Min Max [23%])
I k k [

Ogni elemento di equilibrio & caratterizzato dalla proprieta di
essere simultaneamente il minimo lungo la propria riga e il massimo
lungo la propria colonna: il minimo e il massimoe sono intesi in
senso debole perché possono essere presenti, lungo la riga e lungo
Ia colonna, elementi con eguale valore. Questo elemento di equili-
brio-& il « valore del gioco » : denotiamolo eon v; per la matrice (a)
rigsulta o = 5. Il giocatore () & destinato a pagare al pii 5 per
ogni mossa.

In una stessa matrice, gli elementi di equilibrio possono essere
anche pit di uno, ma sono necessarinmente fra loro nguali: per
esempio, nella matrice (4) si hanno i quattro elemeuti di equilibrio
Gy = by == Oyy == dyy = 1 € la mossa (z, §) dei due giocatori & una
qualunque delle guatiro (1,1}, (1, 3), (3,1), (3, 3). Ma non sempre la
matrice del regolamento presenta un elemento di equilibrio; per
esempio esso manca nelle matrici (¢}, (¢). Quando esiste un elemento
di equilibrio il gioco si dice «strettamente determinato»; esso 2
«equo» se e soltanto se il sno valore ¢ = 0.

E facile vedere che in ogni matrice si ha

v, = Max Min az; = Min Max ey, = v, ;
& ] & 3
quando e solo guando v, < », manca l’elsmenio t,g di equilibrio;
in caso contrario & v, = v, = v = G,5. Per esempio nelle matrici
della morra cinese e in queile {¢), (d), (¢) & rispeftivamente :

oy=—lity=t 10, =—1Lv,=+1; v,=v,=1; v;,==0,0,=1.

Nel caso in cui sia v, <, , ciod nel caso in cui manechi Vele-
mento di equilibrio nella matrice {az;) del regolamento, la risposta
al quesito di comportamento dei giocatori non & cosi semplice come
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el caso Strettamente determinato, Per rispondere occorre immagi.
hare che venga eseguity ung, Sequenza estess i mosse, tuite rego-
late dalla stessa watrice; g tratta di Scegliere dettq sequenza con
una legge aleatoria Opportuna,.

Siano '

P=(p, 2 Pay » Pin)y (7, = 0, .. 1 P = 0 Py T P = 1)

QE(giﬂqzy'f'pgzr)a {q;[;,.oﬁ"" o == 0; Qi"f"---'*]‘gﬂ:l)

due ¢ vettori-probahilisa »y i1 prime p-attinente alla seelta delle

righe, attribuito al giocatore (B) ("), e i Secondo ¢ atiinente alla
seelta delie colonne, attribuito g giocatore (0): per &8empio, p, 3
Ia probability, che () 8celga la secondy riga, ¢, & I probabilibﬁ, (fhe
(0) scelga 1a terza colonna, Ogni 'Vetbore P 8i dice « strategia mj.
8ta per Ie righe ?y 0g0i vettore 9 «strategia migtq per le colonpeg » ;
1a coppia (2, ¢) indivig atoria che go0verna la ge.
quenza delle mogge, '

La logge delle probabilisy composte ei dice che Pelemento (779
verra scelto coy |y brobability Py gy € quindi ) contributo pneljry.
8pettazione matemyticg dovato allg 8celta simulianes della riga o
della colonng k& ay, Pr @15 pertanto i] risultato globale deliy, mosga
eseguita con le dyue strategio miste, p dg parte di (B) ¢ q da pagrte
di (0), risulta 1q Somma

jbz-_]f;ah?‘:ph Gy = 4 (2) ; Q)'

Questa & upg forms bilineare nelle due serig di variabil (Pn)
-8 (qx), della quale il quadre dei coefficieni; & la matrice A regolg-
men-to del gioco: Ig forma 7 g ‘mi per
ognt Coppia (p , q) di Strategie, i (R i endere‘mas-
S{mo il valore qj J di fronte alla simultanea azione dj (O); lo ECOpO
di (), al Contrario, ¢ (j renderlo minimo froute allazione di (R).

Ebbene, S ditostra che . « Comunque sia scelta la matrice

A_EE(&},E) del 1'egolameuto, esiste unp ¢ “n solo namero ¢ (detto

« valon . 4 . : Lo
valore del gioeo ») e almeno upy Coppia p°, g0 i strategie migte

== (1/2, 3/10, 1/5):(5/10, 3/10, 2/10), si eon-
ine di enj cingne contrassegnate og] nnmero
due gol Bnmere 3, I glooatore (B} estrae
sceglie I, riga sorrispondente a1 ¢ontrassegno,

I8 GIOVANNI RIOCI - 11 pensiero matematico ece,

(dette «strategie miste ottimali ») per lo guali @
V=2, b gl = A (po q°%,

© inoltre per 0gni p e per ogni 9 risulta verificata ]y catena dj
disuguaglianze {(attenuate) :

0 = 3 0
‘.Zakkpk 9 = =2 ah.-‘s-pk G ? -

Questo significa che il valore » & i Pill favorevole ber ¢iageuno
dei gioeatori (R) e (), nelPipotesi che ambedue tendano g ragginn-
gere rispettivamente il massimo e il minimo d; J eome bagamento
da (0) ad (B), essendo einscuno di loro a conoscenza di questn ten.
denza dell’aliro, Ti gioco sard equo s¢ e soltanto se o — 0.

Esistono giochi, ciod matriei 4, nei quali 1a strategia ottimale
P non a unica; se p° ¢ P! sono ambedne oftimali ogni P =
= ap® 4 8p! (« +h=1a= 6, =0 & ottimale; e quindi je
strategie ottimali riempiono entro il campo (p, = 0, ...',pmg 0,
Pttt p, = 1) una varieta lineare. Lo stes i

In ogni gioco strettamente determinato, la mossa che conduce

-8 un elemento tes di equilibrio risponde alla strategia ottimale p°

nella quale p, — 1 ¢ Pr=0 per ogni i = a, e ¢ nella quale gz =1
® ¢» =0 per ogni k== 8; ogni Strategia di questo tipo si dice
« 8trategia pura » 7 In questo caso ’alea del fenomeno cegsa di snssi-
stere poicha Po=1 risponde alla geelty dells riga o con certezza o
Io stesso si diea per 1a eolonna f. ‘

La proposizione or ora enunciata & il celebre teorema del « Mj.
nimax » dimostrato da J. von NEumaN : ess0 si collega con 1g to-
pologia e la teoria dei coTPl eonvessi. La Seoperta di questo teorema
ha consentito 1o 8viluppo della teoria dei giochi: infatti €840 con-
sente di attribuire un valore v a qualungue gioco, anche g queli
nei guaii U < 7; e detto valore o ocon v, = b= w,, 8i raggiunge
Con un passaggio eoncottuale interegsante e inatteso. Dal disconti-
nue (la iabella dei numeri) siamo condotsi nell’ Analist de) continuo
introducendo 1a coppia degli spazi delle strategie migte P e q. Tale
evasions dal discontinno, attraverso la teoria delle probabilita, con-
duce a unga immagine geometrica costituita dqj figure in 8pazi a due,
tre o pin dimensioni, e il wvalore del gioeo viene raggiunto eon
biena ginstificazione 8econdo lo gtesso spirito dei giochi stretta-
mente determinati, & rifletta un momento sulla segnente cateny di
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disuguaglianze (attenuate) e ugnaglianze :

¥y == Max Min ay, = Max Min 4 P, q) =
I!- k P q

=Max A (p, 9°) = A(p°, ¢°) = v =
P»

= Max A {p°, ¢) = Min Max 4 (p, ¢) =
q ¢ p o

= Min Max ap,;, — vy 3
k h

Ia sua parte centrale si chiude net continuo in wuna uguaglianza,
:duche nel caso in eui sin ¥y <% e si chiude sul valore ¥, proprio
In perfetba eoerenza con Vatteggiamento dei due gioéatori. Questo
dice il teorema del Minimax., '

La determinazione delle strategie miste ottimali, sebbene con-
cottualmente seniplies, pud presentare difficolta gravi nella pratica
tradizionale : risultano di buon ausilio i moderni elaboratori elat-

troniei, -

Abbiamo parlato del gioeo di due persone: il gioco di tre o
Piﬁ persone si presenta in modo analogo. La teoria si sviluppa poi
introducendo i concetti del « bluff'», quelli inerenti alle coalizioni
fra giocatori, ai giochi sempliei e alla loro eventuale composizione
ece. Anche Ia programmazione lineare di eui abbiamo gid parlato &
in stretta relazione con la teorin del giochi,

Con quanto siamo venuti esponendo, abbiamo presentato il fe-
nomeno elementare schematico nel campo di quei fenomeni nei
quali intervengono due o pil persone operanti ciascuna eon Pin-
tento di raggiungere un proprio obiettivo : questo schema coneet-
tnale & risultato estremamente fecondo (per analogia si potrebbe
bensare al fenomeno schematieo elementare immaginato dal NEwroN
per la gravitazione universale) e si intravede quanto grande sia
Vinteresse di una teoria del comportamento economico che, fra le
sne basi, possieda uno schems eome quello qui presentato. Inm una
tale teoria, la posizione esatta dei problemi di economin e Ia susse-
guente soluzione possono essere raggiunte soltanto con Paiuto i
metodi matematici che divergono considerevolmente dalle tecniche
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adottate dagli studiosi di economia matematica, passati e contem-
poranei (*),

~Leggiamo un classico: HANS MAYER. In un suo articolo (**)
destinato alle ricerche sulla trattazione matematica del proeblema

dei prezzi egli inizia col dire:

«Da oltre una generazione stanno uno di fronte all’ aliro
« due sistemi della economia pura, procedenti entrambi, almeno dal
«punto di vista programmatico, dai medesimi fondamenti generali:
«relazioni determinabili in base all’esperienza — e non semplicé-
« mente postulate, come nella pit antica teoria -— 1 stabiliti en-
«trambi in vista di un medesimo, determinato scopo euristico: la
«comprensione della economia sociale sotto forma di economis dello
« séambio, come entitd unitaria mediante la presentazione e, possi-
«bilmente, la formulazione esatta dele leggi secondo le quali i
«singoli elementi ed avvenimenti sono econnessi fra loro in un
« tutto, con relazioni determinate; il riconoscimento di una interdi-
« pendenza generale degli evenfi economici, nel senso che nulla
« sugsiste isolato per se stesso, ma tutki gli elementi si trovano in

«determinati rapporti di reciproca corrispondenza. Sembrerebbe lo-

«eito concludere che in conseguenza di questa analogia -delle basi
«di partenza e degli scopi scientifiei generali, i due sistemi o do-
«vrebbere confiuire 'uno unellaltro e confondersi in un unico si-
«stema ... ; oppure che — ove essi posseggano un grado diverso di
« perfezione tecnica — quello tecnicamente pit completo dovrebbe
«in definitiva soppiantare Paltro ... . S

« Nell’economia pura invece, i due sistemi stanno da mezzo se-
«colo 'uno di fronte all’aliro; da un lato quello che espone la teo-
«ria dell’equilibrio con mezzi matematici (Scuola di Losanna), dall’al-
«tro quelle che spiega il processo economico secondo wna teoria gene-
«tico-causale (Scuola austriaca), [la Scuola di Cambridge.. vende a
«soluzioni in vista di equilibri parziali...]; essi si armonizzano in
<« molbi punti, ma almeno in altrettanti differiscono e rivaleggiano,
« elascuno ritenendo, naturalmente, di essere quello capace di offrire
«le maggiori possibilitd di utilizzazione....

Dopo avere accennato alle differenze sostanziali e alle posizioni
antitetiche dei due orientamenti, lo stesso autore prosegue: «In

(*) Vedi J. von NEUMANN-O. MORGENSTERN, loc. eit. p. 1.

(") Hans Maver, Il concetto di sqmilibrio nella teoria economioa, in Nuovg
coliana di ecoromisti, vol. IV, Eoonomia pure, Torino 1937, pp. 645-800; vedi pp.
649-651, ' .
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<« tale stato Qi Cose, non pud nen apparire privo di significato che

«di quando in quando sj invochi, senza dubbio con buone inten-

«zioni, una sinfesi dei due Sistemi...» ed affronta Vindagine aceu-
rata sulla consistenza, & profondita di quelle divergenze.

Ebbene, ¢i sembra ¢he mnellesperienza schematica elementare
della Teoria dei giochi si ravvisi 1o stramento adatio per introdur-
re, in forma matematicamente precisa, nuovi elementi volti a 8pie-
gare la formazione genetico-caugale dellequilibrio. Qi sembra afreora,
che guesta concezione, una volta posta in forma matematica, possa
utilmente collaborare ed entrare in simbiosi econ quella tradizionale
del sistema economico bresenbata dalla Scuola s Losanna e da
quella inglese (che si valgono sistematicammente dell’ Analisi infinite.
simale); collaborare per avvicinare la Visio'ne di sintesi sull’evoln-
zione di un sistema economico nella quale vengano a fondersi Videg
dell’squilibrio economico generale con quells della sng formazione
genetico-causale, 7

Ad avvieinare questa sintesi dovrebbero cosl concorrere i dj-
versi orientumenti ; quello  dell’Analisi infinitesimala o dell’ A nalisi
funzionale, particolarmente adatto Per la componente apontanes del-
evoluzione Iocale e in grande, nel tempo e nello spazio; quello
del comportamento, conforme allg, Teoria dei gioehi, che tien conto
delle decisioni ehe possono allonfanare da tale spontaneitd ; e infine
quello che sostituisce sistematicamente la varieta lineare nelPintorno
di una confignurazione del sistema e che rende possibile 1a pratica
descrizione ‘numerica servendosi degli elaboratori,

I problemi genarali significativi del’Eeonomia sono i una
estrema complicazione, Be Tutilizzazione dei concetti della Teorig
dei giochi (strategic miste variabili col tempo, con informazione
aleatoria ece.) affancati alle teorie matematiche classiche, sospin-
ges80 verso Ia chiarezza e consentisse uny migliore descrizione teo-
rica del problema generale, ancora ung volta il pensiero matematico
sarebbe conciliatore dellg dialettica interna di an ramo della Scienza,

Se ei volgiamo a considerare la Teoria dei giochi costrnita dal
voinr NEUMANN e la sug formulazione assiomatica, e, piu indietro,
la scuola matematica di HILBERT o il Cireolo di Vienna, e, ancora
oltre, lo sforzo pitt che secolure compiuto da tutta 1y Seienza mate-
matica nella ricerca sulle trame di assiomi che costituisecono Vogga-
tura dei suoi vari settori, restiamo ammirati per la fecondita di
tali sforzi che hanne condotto la Matematica ad evolversi in svariate
forme, rendendola uno strumento adatto per inquadrare e risolvere
1 problemi che qus e la affiorano nelle atbivitd del mondo d’oggi,
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Le imprese spaziali, sintesi di Secienza e Tecnica.

Io rimango nel tema proposto se coneludo il- mio discorso col
richiamare alla Loro mente le manifestazioni ehe docun?eu‘ta'no lo
stadio di estrema perfezione della Teenica contemporanes, indirizzata
6 sostenuta dalla Scienza in confinuno ava.nzam.enbo. .Allu.df) e:lle
imprese organizzate dall’Unione Sovietica e dagli Stati Uniti @’A-

- weriea in questi ultimi anni: il lancio e la guida successiva di

veicoli spaziali orbitali o interplanetari, abitati oppure no. Io.sono
del tutto i'neompeteute in questa materia, tuttavia posso.esprlmere
Loré le impressioni da me ricevute una volta che asc.oltal m?a Per:
Sona competente che parlava su questo argomento : Impressioni di
modesto ascoltatore matematico, _ .
Nel febbraio scorso, presso il Seminario matematico &? fisico d}
Milano, il giovane insigne collega GIUSEPPE C?LOMB'O ei parlbi;h
« Tecnologia ¢ Scienza dello spazio nella esg.)lora_zmne di ernerg » ):
Egli illustrd, nella sua conferenza, aleuni de.l numerosi pl‘Ob{El’ﬂl
che furono affrontati dall’organizzazione americana per _prepa,lare,
lanciare, guidare, ascoltare, interpretare que'sta esplors'mzmne, alia
quale egli ha collaborato. Si tratta del lancio del. Mariner IT: u'n
veicolo strumentale automatico non abitato e destinato a esplorare
X sp];:;:;amamente suggestiva fu la presentazione delle fasi succes-
sive di indirizzo e di comando del veicolo, delicato e ;complfasso,
che doveva transitare a poca distanza da Venere (aleuni raggi del
pianeta) e percorrere la sua traiettoria in guisa da «‘V@dernfa », &
distanza cosl ravvicinata, sia Pemisfero notte e¢he Vemisfero giorno,
con la condizione ulteriore di rimanere sempre in vista della Terra
i nrante e dopo il transito. :
prlmgu(iiczniiene ripI:thare aleuni brani del digeorso di G_. CoroMBo.
Dopo avere accennato ai.fattori che inﬁuivano‘ sulla dlfﬁcolta‘ del-
Iimpresa, descritto sommariamente il veicolo, 111ust.1‘ato _le ('ie.hca.te
operazioni di lancio e di guida per raggiung(?re eli Ob]ettl?l p%e-
figsati, descritte le manovre del veicolo nella prima parte del vxaggi?,
i o8egue :

el zoI?eaniog successivo avviene soltanto dopo 7 giorni ¢i volf)
«(a 2 milioni di chilometri circa dalla Terra) e consiste nella acqui-

(') Vedi G. CoLomMBO, « Tecnologia ¢ Scienza... », Rendiconti del Seminario
mat. e fis. di Milano, 33 (1963), pp. 114-127,
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« sizione della Terra da parte del sensore di Terra. Lloperazione
«non & fatta prima perchd il sensore non funzionerebbe propria-
«mente a distanza troppo ravvicinata perché troppo sensibile. T1
« Mariner ora gira intorno al suo asge di vollio orientato sul Sole
«ed incomincia col suo sensore di Terra, allineato con ’antenna
«di alto guadagno, a cercare la Terra. Quando il sensore vede la
«Terra informa i jets i quali fermano il moto di rollio e tengono
«d’ora in poi anche la Terra centrata nel gsensore e fissano cosl la
«posizione di un ulteriore asse solidale eol Mariner ». E, pit oltre,
dice che da un certo momento in poi, secondo [ programmi «non
« & pit possibile agire sul Mariner.... 8i & in grado di prevedere
«oon accuratezza, ma ormai non pitt di influenzare, le modality di
«ineontro col pianeta ». Pin oltre ancora egli dice « L’antenna pa-
« raboliea... inizia 10 ore prima  dell’incontro [eol pianeta Venere]
«un moto pendolare con ampiezza di 120 gradi su un piano nor-
«male al piane Sole-Terra-Mariner, con una veloecity di un grado
< al secondo. Questo moto bendolare combinato col moto del Mariner
«sulla sua orbita, portw, prima o dopo, Vantenna a vedere Venere,
«In questo istante 1a velocitd del moto pendolare & ridotta a un
«decimo di grado al secondo, inoltre uno speciale sistema di
«controllo limita Pampiezza del moto stesso in modo da confinare
« Pattenzione delPantenna nel solo disco di Venere. Il pianeta &
« visto dal Mariner sotto un angelo 'da 15 a 20 gradi..., Dopo 30
«minuti cirea Pantenns perde definitivamente il pianeta ed in-
«eomincia la trasmissione dei dati ruceolti e registrati che prende
« 56 ore, ciod oltre due giorni. In questo periodo, e possibilmente
«oltre, ¢ importante che Puntenna di alto guadagno continni ad
«essere puntata sulla. Terra: I’ intelligenza del Mariner non &
«suffictente a riconoscere e riacquisire la Terra, ormai una stelia
« brillante nel cielo, se per essere passato troppo vicino a Venere,
« questa gli ocenltasse anche temporaneamente la vista del nostro
« pianeta. ' _ ,

« La trasmissione dei dati di osservazione avviene ora da uns
«antenna ewmittente, che lavora con 3 Watts di potenza, a 60 mi-
«lioni di chilometri. La tecnica di codificazions, di trasmissione,

¢ della geparazione del segnale dul rumore e della interpretazione

«dei segnali & di una raffinatezzy estrema,.. ».

Ho volute riportare questi brani di @. CoLomMBO che parla di una
manifestazione tipica del mondo di oggi: ¢id che egli ci dice sembra
un sogno. Lo strumento delicatissimo & lanciato nello spazio, orien-
tato verso il Sole per ricavare I’energia, col sensore rivolto verso
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la Terra che appare sfella luminosa nel firmamento ; lo strumentf)
& memore di suggerimenti di guida a lui pervenuti, discr‘eti e deli-
cati, ed & come un figlio che, staccatosi dalla madre, ormai lontana,
noi pnd ricevere pit sostegno e indirizzo alcun(? ¢ non deve per-
derla di vista per poterle lanciare il suo messaggio. _

Sembra un prodigio: questo strumento inizia, a tempo gmsto?
la ricerca del suo obiettivo, il pianeta Venere, che fra poco gli
apparira ngnde: quasi come appare grande, a chi ]0. gu&rdi'dal
bagso, il tamburo della cupola di una cattedrale §\una ricerca siste-
matica, controllata, canta che si rende ancor pilt calma e attenta
dall’igtante in cui esso scorge il pianeta.

Pochi minuti: lunghe, accurate e difficili 1a preparazione e Ia
esecuzione delPimpresa; lunga, acecurata e difficile l’interpretazion.e
snccessiva del messaggio. Ma quale sintesi in quei pochi minuti,
oggetto di trepida ansiosa atfesa sulla Terra!

L’ascoltatore sente racecogliersi, come in una sintesi operante,
il pengiero matematico che sorse nella lontana storia: f:a.lmf) l}ella
prospettiva dei millenni, mosso e deciso a partive dagli ultimi tre
gecoli, tnmultuoso negli ultimi cento anni, esplosivo nell’epopa: con-
temporanea. Questo pensiero, sempre consapevole, sen?pre rlvolt?
verso l'astrazione con una intensitd dosata dalla propria epoea,,-m
& ovoluto lungo direttrici diverse, fra loro econnesse a costituire
una frama potente ed efficace.

Affiorano alla mente le figure dei grandi che costruirono la
Geometria e PAlgebra, la Geometria analitica e PAnalisi inﬁnitesi'-
male, che diedero-le leggi della gravitazione universale, che co§tr111-
rono la Meccanicn dei fluidi, la Termodinamica, I"Elettromagnetismo,
la Statistica, la Fisica dei qnanti, 1a Relativita... tutta la Matematica
e tutta Ia Fisica moderna fino alla Magnetofluidodinamica, alle
teorie dell’informazione, dei servomeceanismi, degli elaboratori. elet-
tronici...; tutto il pensiero matematico, come un humy_s, a‘d a}uneu:
tare questa impresa, 350 anni dopo il giorno memorabile in ecui
GAariLzo scoprl le fasi di Venere.

Quale sinfesi! L’apparecehio, volto verso la Terra, stellfm lonj
tana, forse falcata, lancia i1 messaggio all’homo swpi.ens, artefice di
questa impresa e testimone, con guests, di una Sapienza suprema,
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