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PREFAZIONE

Sf incontrono abbastanza !requentemctlte persone, anche colte cd intel­
ligenti, ehe professano una decisa avversione per fa malematica e ehe
ostenfano 10 lora ignorollza di questa scienza. Tale atteggiamento suscita
spesso, in c%ro ehe s; dedicallO alia matematica, i1 desiderio di lame
comprendere 10 spirito, e questa objet/iva sf presenla ta/ora come pili
imperfante di quello di insegnare risultati specific; 0 teorie, in forma
sistematica oppure episodica.

Le strode ehe sf possono seguire sono, oVl1iamente, ,lUmerose e spesso
nOtl Jacifi do percorrere, onehe per Ie conoscenze t«niche norma/mente
r;ehieste do; discors; sullo matemotica; un modo di avanzare su a/cune
di queste strade ci e parso quello di presentare divers; moment; della
svifuppo della matematjca attraverso scritti di matematici e di petlsa­
tori jnleressati a questa scienza.

Vogliamo sllbjto precisare che notl ci siamo proposlj tie di dare ulla
risposta alfa doman.da If Che cosa e 10 malematjcu? »1 ne di lorn.jre
una esposizione sistematica dej pare'; che sulfa malematica hanllO avuto

I A questo proposilO vogliamo ricordare che sollanlo in una visione abbaslanza
Iimitata delle cosc. e COD una ccna 19nor.ru:a della evoluxione critiea della scienza,
anche la pili reee:ntc, ci si pub i1Jude:re di rispondere in modo esIIurienle a dom.ode
di questo tipo lulle scienze, senza guard.r1e dal di denlro con 1. necessaria Jlru·
menlazionc 10gia e lecola. AI riguardo 5l pub ripelere cit> che h. serino B. Finzi
neUa prefazione .1 suo lratuno di Mecca1lica ra:ionale (Bologna, Zaoichelli, 1957,
ristampa della seconda edi2:ione. pag. 2):
«5i polrebbero e1enc.re alcune decine di definizioni, tutte press'a poco dello IICSSO
lipo, cM, fino a poc:hi anol or sono, 1a mauior parte dei lrauati di meccaoka
lncominciava cos!: "La meccanica razlonale l:....; rna l: sauia norma diffidare
delle definizloni che si trovaDO in tesla ai libri. I traUali plli modemi non donno
quasi mai una definizione; scmbrano dire 81 lettorc: "Vuol sapcre che cosa l:
la meecanica? leUimi tutto e 10 saprail", Si tralla di una definizione concrela,
rna molto particolare e.., aUloritaria •.
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Prduiooe

i [ilosc[i nel corso della storia del pensiero umano;1 piu semplicemen/e
ci siamo proposti di far vedere come il matematieo lavora 0 guarda
alla propria opera, nella convinz;one che questo possa contribuire anehe
a far eomprendere meglio gli argomenti di matematiea che la seuola
propone.

Infalti nella introduziOne seolastiea tradizionale della matemalica si
ha una mancanza quasi assoluta della dimensione storica di questa scienza.
Al massimo si hanno nei libri scolastici delle brevi note a pie di pagina
che danno qualche notizia sui vari matematici e sull'epoca nella quale
hanno vissuto.

101a non vi e, in generale, una presentaz;one che miri a dare le
motivaz;on; della ricerca matematica, della invenzione dei simboli, della
logica in/ema e della sin/assi che Ii govemano, 0 l'inquadramento dei
problemi che i matematici hanlto risolto e delle teorie che hanno co­
struito, da un punto di vista che ;ntegri queste cose nel momento s/o­
rico nel quale esse avvennero. Si po/rebbe dire che 10 studente il quale
esce dalle nostre scuole ha della matematica una visione che appar­
tiene in certo modo al mondo exlratemporale delle idee, e ne trae I'im·
magine di una scienza che e cost;luila da problemi avulsi dalla realtit
culturale dell'epoca in cui furono risolti, che llOn hanno motivaz;oni
all'in/uori di quella della mentalitit dei matema/ici (men/ahM abbaslanza
distor/a, nel giudizio de/l'uomo comune) e SOtlO risolti con formule che
appaiono spesso scarsamente gius/i[icate.

Forse proprio da queste circQstanze nasce quella avversiolle di cui
si e deliO, e che potrebbe, almeno in parte, essere superata cercando
di cogliere. per cosi dire, la nascita del problema matemat;co e di com­
prendere quanta passione, quanta fantasia, quanta ;ntuizjone, quante
doti ehe con[inano con Ie doti dell'arlista sono utilizzate quando si
giunge alia scoperta ma/ematica. Occorre cioe distinguere tra la ricerca
del matematico e la sistemazione leorica ehe viene presctltata nei tral­
tati ill ulla forma, per cosi dire, cristallizzata: gli assiomi sana ellun­
cia/i prima dei teoremi, Ie deduzioni sono imreccabifi e cos; via; illvece
la scoperta segue delle vie del Julio diverse e conduce ad avventure
intelfeltuali che SOIlO spesso aOascinanti, come abbiamo cercato di mo­
strare in questo volume.

Su questa strada, abbozzeremo alcuni moment; della sloria della
matematica cd alcuni aspetti della ps;co1ogia del matematico, ad epi-

1 Si pub dire the in ogni fiJosofo si nova una .. leoria» 0 una interpretazione
della matematica, forse pcr i 5uoi caratlcri di certezza e di astrazione dagli oggetti
del mondo fisico e della vita reale. A questo proposito vorremmo segnalare
quanto F. Enriques ha scritlo nei §§ 3:5-34 de Le malemotiche nella storio e nella
cuI/UTa (Bologna. Zanichelli, 1938, e. in ristampa anastatica, 1971) riportati in
Appendice a que!lta prefazione.
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Prdazione

sodi, SCllza 10 pretesa di una esauriente documentazione storiea e di
una analisi che scenda nel profondo della psiche; ci limiteremo a pre­
selliare aleuni matematici ehe scrivono di se stessi, della propria seienza
e dei problemi che essi ritengono vivi 0110 propria epoca. II lettore notera
che qua/cite osservazione e stata ripetuta ill paragrafi diversi: questo
ci e parso opportullo soprattu/to per cafaro ehe preferiranno una lettura
episodica.

Le diffieo/ta che si incontrano nella realizzaziolle di un'opera come
questa sana evidenti: e difficile presentare 10 matematica senza usare i
suoi simboli, ehe $Ono i suoi strumenti tipid, i quali sono artificiali
e possono apparire astrusi alia maggior parte dei lettori non tecnici; per
quella sarto di avversione di cui abbiamo gill det/o, si rischierebbe cost
di prolJocare ulla immediata an/ipa/ia per cio che si presenta; d'a/tra
parte if rimanere neUa esposizione puramellte verbale a /etteraria rischia
di decurtare ill modo radica/e cio che si vorrebbe presentare.

Nonos/atlle if fatto ehe queste diffico/tti rendano particolarmente
arduo if "ostro compito, abbiamo voluto scegliere i passi do presentare
in modo ehe per intenderne il eontenuto nOtl sia necessaria una cultura
matematiea superiore a quella data neUe scuole secondarie. Ovviamente
questa scelta ha portato a dover:. tralasciare di menzionare opere ed
Autori importanti nella sviluppo della matematica, e I'esclusione non ha
quindi alcull sigllificato di giudizio di merito.

Vogliamo onehe asservare che questa criteria di seelta ha portato
a nOll poter seguire appieno 10 evoluzione del linguaggio matematieo e
deg/i strumenti con cui it matematico lavora. Riteniamo tuttavia ehe,
anehe con queste limitazioni, alliori if travaglio della rieerea, quale
appore negli seritti dei matematici.

D'altra parte l'eliminazione degli strumenti teenici ha portato anche
alia assenza di tulte Ie dispute pseudofilosofiehe suIl'infinitamente pic­
colo c suU, origini del ealeolo infinilesimale, dispute ehe appassionano
forse allcora oggi qualcuno, ma che nOll hanna pill importanza nella
efaborazione dei cOllcetti matematici quale e stala ottenuta daUa critica
anehe reeente.

Saremo lieti se la nostra raccolta contribuira a convincere i gio­
vani del fatto che la matematica e una scienza viva e ehe questo suo
aspetto e ben diverse do queUo che si coglie nei trattati e, purtroppo.
nella pratiea dell'insegnamento delle nostre scuole. Ma va anehe ricor·
data ehe senza la conoscenza almeno superficiale detla matematiea non
si puo intendere il suo sviluppo storieo e non si puo quindi apprezzare
quel lata umano della ricerca matematica ehe abbiamo cereata di pre­
senlare qui. Pertanto questa nostra fatica vorrebbe anehe stimolare aUa
meditazione ed alia studio assiduo.
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Vorremmo inoltre sostenere la importanza del ruolo culturale della
rnatematica; non accettiamo infatti che questa scienza sia confinata nel
ghetto delle materie prettamente strumentali, assegnandole il livello di
una tecnica (forse anche molto raffinataJ che non si pub non insegnare
perche e molto importante per Ie applicazioni, rna che non ha nulla do
dire sulla formazione dell'uomo. Siamo invece convinti che la materna­
tica abbia un suo posta insostituibile in questa formazione, perche eduea
0110 analisi critica dej concetti, alla astrazione, alIa deduziolle rigorosa
ed anche 0110 umifta intellettuale. A IlOstro parere soltanto Il/IQ men­
talita abbastanza sprovveduta potrebbe portare ad insistere sui vieto
tema delle c due culture _: rna perche la unificazJOne delle culture possa
essere realiuata eDettivamente Decorre che 10 matematjea sia insegnota
mettendone in evidenza i suoi aspetti umani; e quindi anche presen­
tando gli uomini che di questa scienza si sana occupati durante i secofi
e cite hanna contribuito a costruirfa.

A questa /ine abbiamo cercato di mettere ill evidenza gli aspetti pili
interessanti della personalita degli Autori di cui ci siamo occupati, qual;
appaiono dai lora scritti, trascurando spesso di insistere su quei minuti
partico/ari della loro biografia che non ei sono apparsi altrettanto inte­
ressanti per if nostro scopo.J

Vorremmo dire qualehe para/a sullo lraduzione dei brani di Au/ori
che hanno scritto in una lingua diversa dall'italiano e sulfa trascrizjone
delle forme linguistiche.

Per quanto rigwuda Ie traduzioni fatte da noj lehe sana quelle per
Ie quali non ci sono indieazioni). abbiamo preferito tradllrre abbastanza
fiberamente: pensiamo infatti che gia la materia presentata sia di una
certa dilJicolta, e che questa sarebbe stata accresciuta se avessimo segllito
pedissequamellte il perioc/are degli Autori.

1/ risultato sarebbe stato probabilmenle queUo di respjllgere il fet­
tore non softanto per il contenuto ma anehe per la forma; e ,wi vo­
glioma jnveee ehe if lettore sia attirato, daUa eonoscenza dei testi ehe
presentiamo, ad accostarsi ai classici della scienza.

Inoltre pellsiamo ehe I'impresa di rendere if sapore ed if colore della
prosa di eerti Autori lsi pensi per esempio a B. Pascal, che i! WI classico
della propria lingua) sia gid difficile per i letterat; di professione: noi
che tali non siamo ehiediamo venia deg/i eventuali errori jalti cercando
di superare difJicolta estranee aile nostre abituali competenzc.

Per quanta riguarda i passi scritti in italiano non modemo, abbiamo
adottato de; criteri diversi di volta in volta, trasponendo le parole di

) Le indicazioni per reperire Ie nOlizie biografiche sugli Autori sono riportate
nell'indite dei nomi e non nel lesto.
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qualche Autore nella forma della lingua ottuale e Iasciando attri pass;
nella loro forma originate. quando abbiamo creduto che questa rendesse
meglio it carattere deWAutore, if che ha una ceria importanza nel nastro
discorso.

• ••
NOll vogfiamo chiudere questa prelazione senzu avere almena accen­

nolo Qlle possibilitiJ di compte/amenta e di approjondimelllo de; lem;
proposti. ovviamente nelJ'ordine di idee che abbiamo cereola di precisare.
Poiche questa ordine di idee porta, ovviamente, a prescindere do; sin­
goli filoni della motematica cO/ltempetallea. che richiederebbero indica­
zion; di opere specialistiche di non agevole letfura e do vagtiare aceu­
ratamente case per caso, ,iteniama che due siano gli aspetti do segna­
lare: Ie opere de; grandi maternatiei e i trattati piu diDusi di storia
della matemat;ca.

Per quanto riguarda Ie opere dei grandi matematic;. e chiaro che i
brani r;portati ;n questa libra sana una piccola parte delle letture acces·
sibili anche a chi nOIt si e dedicato a studi specifid dj matematica:
d'altra parte pensiamo di aver fatto una scelta ill un qualche modo
stimolante Itei confronti degfi Autori aj quali abbiamo attinto e qu;ndi,
sia pure indirettamente. anche degli aUri matematid che non abbiamo
ricordato con branj dei lora lava';; per tutti rimandiamo aile ed;zioni
u/fidali delle lora opere.

Per quanta riguarda i trattati di sloria della matematica ci fimi­
tiamo a segnalarne alcuni, variamente significativi, che almena in parte
possono esscre utilizzali anche come fonti bibliograficlJe.

G. J. ALLMAN, Greek Geometry Jrom Tholes to Euclid, Dublin, 1889.
E. T. BELL, Men of Mathematics, New York. Simon & Schuster Inc.,

1931; ed. it.: I grand; matematid, Firenze, Sansoni, 1950.
E. BoRTOLOTTI, Stud; e ricerche sulla storia della matematica in Italia

/ nei secoll XVI e XVII, Bologna, Zanichelli, 1928.
C. BossuT, Essai sur I'histoire generale des mathematiques. Paris. 1802;

ed. it.: Sagg;o sulla sloria generale della Matemat;ca, Milano, obile
e Tosi·Giegler, 1802.

N. BoURBAKI, Elements d'histoire des mathematiques, Paris. Hermann,
1960; ed. it.: Elementi di storia della matematica, Milano, Fehri·
nelli, 1963.

- -, idem, deuxieme tJditiolT revue, corrigee, augmentee, idem, 1969.
C, B. BOYER, History oj Analytic Geometry, New York, Yeshiva Uni­

versity, 1956.
H. F. BoYER, A History oj Mathematics, New York, Wiley. 1968.
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J. BoYER, Histoire des rnatMmatiques. Paris, G. Carrt~ & C. Naud. 1900.
C. A. BRETSCHNEIDER, Die Geometrie und die Geometer vor Euklides ­

Ein historischer Versuch, Leipzig. 1870.
M. CANTOR. Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Leipzig, Teub­

ner, 1880-1908.
E. CARRUCCIO. Matematica e logica nefta storia e nef pensiero contem­

poraneo, Torino, Gheroni, 1958.
E. CASARI, Questioni di (iloso(ia defta matematica. Milano. Fehrinelli.

1964.
F. CASORI, A History of Mathematical Notations, 2 voll., La Salle (Illi­

nois), The Open Court Publishing Company, 1828-1829.
U. CASSINA, Dalla geornetria egiziana alla matematica moderna, Roma,

Cremonese, 1961.
G. CASTELNUOVO, Le origini del calcoto in(initesimafe nell'era moderna,

Milano, Fehrinelli, 1962.
E. COLERUS, ed. it.: Piccola staria della matematica, Torino, Einaudi,

1941 e Verona, Mondadori, 1960.
,. L. COOLIDGE, A f!istory of Geometrical Methods, New York, Oxford

University Press, 1940.
P. COSSALI, Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa dell'A/­

gebra . Storia cdtica di nuove disquisizioni analiticl/e e metafisiche
arricchita, Parma, Reale tipografia parmense, 1797·99.

F. ENRIQUES, Le matematiche nella storia e nella cultura, Bologna, Zani­
chelli, 1938.

F. ENRIOUES e G. DE SANTILLANA, Compendio di storia del pensiero
scienti(ico dall'antichitii fino ai tempi moderni. Bologna, zanichelli,
1937.

H. EVEs, An Introduction to the History of Mathematics, New York,
Rinehart. 1958 e 1969.

A. FRAIESE, Attraverso la storia della matemat;ca, Firenze, Le Monnier,
1969.

G. FRIEDLEIN, Die Zahlzeichen und das elementare Rechnen der Grie­
chen und der Romer und des christlichen Abendlandes vom 7. bis
zum 13. /ahrhundert. Erlangen. 1869.

L. GEYMONAT, Storia e filosofia dell'analisi infinitesimale, Torino, Le-
vrana e Bella, 1947.

- -, Storia del pensiero (iloso(ico e scientifico, Milano, Garzanti, 1972.
J. Gow, A Short History of Greek Mathematics. New York, Hafner, 1923.
S. GUENTHER, Geschichte der Mathematik, Leipzig, 1908·1911.
T. HEATH, A History of Greek Mathematics, Oxford, Clarendson Press,

1921.
A. HOOPER, Makers of Mathematics, New York, Random House. 1948.
A. G. KAESTNER, Geschichte der Mathematik seil der Wiederherstelfung

10



• Prefazione

der WissenschaJten bis an das Ende des achlzehnlell lahrltunderts.
G6ttingen, 1796·1800.

F. KLEIN, Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik i11l 19. lohr­
hundert, Berlin, 1926-27.

M. KLINE, Mathematics in Western Culture, London, Allen & Unwin,
1954.

- -, Mathematical Thought from Ancient /0 Modern Times, Oxford
University Press, 1972.

F. LE LIONN,\IS, Les grands coufal/Is de fa pensee mathemalique, Paris,
Blanchard, 1962.

G. LIBRl, Histaire des Sciences mathematiques en Italie. Paris. Re­
nouard, 1838-41.

G. LORIA, Le scienze esalle nell'antica Grecia, II ed., Milano. Hoepli,
1914.

--, Storla delle Motematiche. 3 vol\., Torino. 1929-1933.
- -, Guida allo studio della sioria delle materna/leite, II cdizione rifusa

e aumentala, Milano, t946.
M. M. MARIE. Histoire des Sciences matJzematiques et physiques, 12 vall .•

Paris, Gauthier-Villars, 1883-1888.
L. MATTHIESSEN, Grundziige der antikell und modernen Algebra der

lit/eralell Gleichungen, Leipzig, Teubner, 1878.
A. G. MILLER, Historical Introduction to Mathematical Literature. New

York, McMillan, 1916.
J. F. MONT UCLA, His/oire des mathenratiques dans laquelle on rend

compte de leurs progres depuis leur origine jusqu'u nos jours, etc.•
Paris, Agasse, 1789-1802.

O. NEUGEBAUER, Vorgriechische Mathematik, Berlin, 1934.
- -. The Exact Sciences in Antiq"Uy, II ed., Providence (Rhode Island).

Brown University Press, (!934. \.
). R. NEWMAN, The World 01 Mathematics, 4 vall., London, Allen &

Unwin, 1960.
O. ORE, Number Theory and Its History, New York, McGraw Hill, 1948.
G. SARTON, The Study of the History of Mathematics, Cambridge (Mas­

sachusetts). 1936.
D. E. SMITH, fJistory of Mathematics, 2 vol1., BaSIon, Ginn, 1923.
D. J. STRUIK, A Source Book ill Mathematics 1200·1800. Cambridge

(Massachusetts), Harvard University, 1969.
P. TANNERY. La geometrie grecque: commellt son histoire nous est par­

venue et ce que nous en savons, Paris. 1887.
I. TOO~IUNTER, History of the Mathematical Theory of Probability, New

York, Chelsea Publishing Company, 1865.
J. TROPFKE, Geschichte der Elementar·Mathematik. III cd., Berlin e

Leipzig, 1930-1933.
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H. G. ZEUTHEN, Geschichte der Mathematik im Alterlum um Mitieialter,
Copenaghen. 1896 (traduzione ledesca dell'edizione danese del 1893).

--, Geschichte der Mathematik im XVI und XVII /ahrhundert. Leip­
zig. Teubner, 1903.
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APPENDICE ALLA PREFAZIONE

Che cosa SODO Ie matematiche I

di Federigo Enriques

SIGNIFICATO DEGLI ENTI MATEMATICI

La matematica pone a1 filosofo il problema di chiarire il signi­
ficate dei suoi coti. [ ... ] Platone scorgeva in questi gli oggetti di
una realta inteIligibile. Invece gli stessi coti, astratti e separati dal
mande delle sensazioni, appariscono ad Aristotele come irreali. Oi
qui la controversia tta realisti e nominalisti, che doveva riaccendersi
e prolungarsi nel medioevo. La difficolta del problema sts in cio:
che fantasmi privi di corpo sembrano dominare Ie cose che in qual­
che modo oe dipendono: se pure non hanno esistenza concreta, si
ritrovano come immanenti negli oggetti e nelle leggi della fisica.
Una serie di minerali criSlallizzati neUa forma cubica pone aUo spi­
rito dell'osservatore « it cuba» come qualcosa di dato: un madelia
che se pure sia foggiato dallo spirito stesso per un lavaro inconscia
d'astrazione e d'idealizzazione. appare in qualche modo imrnanente
nelle case osservate.

« La filosofia - dice GALl LEO [Opere, VI, 232] - e scritta in
questa grandissimo libro, che continuamente ci sta aperto innanzi
a gli occhi (io dico I'universo), rna non si puc intendere se prima
non s'irnpara a intender la lingua e conoscer i caratteri, ne' quali e
scritto. Egli e scritto in lingua matematica e i caratteri sono trian­
goli, cerchi ed altre figure geornetriche, senza i quaH mezzi e impos­
sibile a intenderne umanamente paroIa... ».

I Da Le matematicIJe nella storia e nella cultura, Bologna, Zanichelli, 1938 e,
in ristampa anastatica, 1971, pagg. 139-142; Ie nOle originali sana state inserite
nel testa entro parenlesi quadre; i brevi tagH sana indicati can (",J,
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DEFINIZIONI DELLE MATEMATICHE

Per rispondere al problema sopra indicato, sembra naturale chie­
dersi in che maniera i pensatori pio cospicui abbiano definito Ie ma­
tematiche. Ma. come vedremo, queste definizioni non ci fanno pe­
netrare meglio Ie difficolta.

Per DESCARTES «toutes les sciences. qui ont pour but la
recherche de I'ordre et de la mesure se rapportent aux mathe­
matiques» 2 [Regles pour ta direction de l'esprit. trad. fr .• in
« Oeuvres », X. 339]. LEIBNIZ dice: «Mathesis universalis est
scientia de quantitate in universum. seu de ratione aestimandi...
hine fit ut mathesis universalis sit scientia de mensurae repetitione
seu de numero» l [Math. SchriJten. ed. Gerhardt. III, 5].

Lo scope di tali definizioni sembra essere soltanto di affermare
I'unita del sapere matematico che. con la geomelria analitica. viene
a dipendere dal concetto del numero.

In modo simile. B. BOLZANO.· preoccupandosi di una possibile
estensione di questo sapere. di 18 dell'ordinaria aritmetica, nel cam­
po delI'infinito (cui si ri£eriscono i suoi Paradoxien des Unendlichen.5

Upsia. 1857), definisce Ie matematiche come «scienza delle gran­
dezze », dando il nome di grandezze a una qualsiasi classe di enti
per cui si abbiano i concetti di uguaglianza. disuguaglianza e som­
ma. coi relativi postulati caratterislici.

II senso di tali'formule eesattamente queUo che ha la definizione
della geometria nel programma di Erlangen di F. KLEIN. dove la
geometria viene riguardata come studio delle proprieta invarianti
delle figure rispetto a un gruppo di trasformazioni: si tratta insom­
rna di iIIuminare in un senso particolare i rapporti che intercedono
fra certe teorie. ravvisando qualcosa di comune nel loro studio.

Ma Ie anzidette definizioni delle matematiche non riescono nem­
meno a coprire tutto il campo della scienza; per esempio la gea­
metria proiettiva e la topologia resterebbero fuori da queUe formule.

Un nuovo indirizzo nella ricerca di una definizione delle mate-

2 «Tuite Ie scienze che hanno come scopo la ricerca dell'ordine e della misura
si collegano alia matcmatica_.
l «La matematica generale t la scienza delle quanlita in generale, ciot: del cri­
terio per stimare... ne segue che la malematica in generale t la scienza della ripeti­
zione della misura, ossia del numero _.
• Bernard Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), austriaco, prete cattolico, portb
diversi contributi agli studi matematici e logici.
S I paradossi del/'infinilo (edizione italiana, Milano, Feltrinelli, 1965).
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matiche e segnato dai logici matemalici, che, tralasciando la consi­
derazione deU'oggetto, si altaccano soltanto alia fonna logica che la
scienza e capace di riveslire nelle trattazioni pili compiute. E COS!
riescono a definire Ie matematiche come studio dei sistemi ipoteticer
deduttivi di proposizioni. Appunto a questa concetto si riferisce la
definizione paradossale di BERTRAND RUSSELL:' « Le matematiche
sona quells scienza, in cui non si sa di che cosa si parla e in cui
non si sa se queUo che si dice sis vero ». Con db si afferma che
i cancelli primitivi della scienza sona assnnti seoza definizione,
enunciando e postulando solo i loro rapporti logici; cd aoche che
agoi indagine sulls verita 0 meno dei postulati trascende Is eooo­
scenza matematica, rispetto a cui i postulati stessi figurano come
ipotesi arbitrarie, soggeue soltanto alia condizione di non contrad­
dirsi.

Ma che dire di una visione puramente forma Ie, che rimane affat­
to indifferente al contenuto del sapere?

II Corpus juris, esposto in forma logica secondo l'ideale di
Leibniz, diventerebbe senz'altro un Tamo delle matematiche.

Non per nulla la tradizione della logica matematica si riauacca
all'alchimia speculativa delJ'Ars magno, costruita dal mistico cata­
lano RAIMONDO LULLO.' C'~ anche nel pensiero di Leibniz e dei
suoi continuatori l'idea di trarre dal nulla I'intero universo del sa·
pere con la combinazione quasi meccanica di poche idee semplici.
Qualcuno dei pili recenti sognava di sviluppare sistematicamente
tutte Ie identita algebriche secondo Ie regale fisse del calcolo, e non
si rendeva conto delle migliaia e migliaia di opernzioni inutili che
occorrerebbe compiere prima di giungere a qualche formula signi­
ficativa; e peggio ancora del fatto che quando qualcuna di queste si
presenrasse, vi si passerebbe aceanta senza comprenderne iI valore.

Ben altro ~ I'insegnamenta della staria. Abbiamo pur veduto it
pensiero matematico svolgersi da problemi che sono posti alia nastra
intuizione, inseguenda una verita che ci appare come qualcosa di
dato, e che si chiarisce a poco a poco al nostro spirito anche attra­
verso I'errore.' [ ... ]

6 Ricordillmo che il noto logico e filosoro inglese (1872-1970) si dedlcO anche a
studi di filosofia della matematica e scrisse, tra I'altro, in collaborazione con A. N.
Whitehead, i Principia Malhemalica (1910-1913; II ed. 1927).
1 Raimon Lull, 0 Lully (c. 1235-1315).
, Si vedano Ie acutissime osservazioni Sll «L'errore nelle matematiche,. della
stesso F. Enriques aile pagg. 252 e seguenti.
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CAPITOLO I

La nascita del matematico





INTRODUZIONE

In base oi documenti stOflCI, possiamo dire ehe moltissimi popoU
Gll/ich; escogitarono alcun; simboli per rappresenfare j numeri e Ie
soluzioni di problemi matematici; rna Qllche se I'UOl1l0 pensante ha
comil/ciato ben presto a fare j prim; passi verso fa matema/ica, si puo
aDermare ehe soltanto con fa civil/a greea questa dot/rino e giunta a
quei caraUer; di astraltezza e di genera/itii ehe Ie sana speci{ici e ehe
lie Jallno una scienza, ariz; una scienza del tutto particolare, come
vedremo.

La lentezza con fa quafe it avvcllula 10 evofuzione della matematica
verso fa statD di scienza astrat/a e generale pub essere considerata come
signifiea/iva, anche se noi aggi siama portat; a bruciare Ie tappe, onzi
forse proprio per questa: i documenti delle cilJilizzaziOlli precedenti la
greca testimolliallo del latlo che Ie soluzioni di problemi malematici
erano note sollanlo in casi particolari e concreti, e donna {,impressiolle
che Ie nozioni matematiche lossero comullicate a spizzico, in modo flon
metodico, come no/izie utili e dedicate a risultati pratici, a addiritfura
in modo accidentale.

In testi di storia della malematica si trova per esempio la flotizia
che fa Bibbia attribuisce of numero 1t, cite dil if rapporto della lun­
gltezza della eirconferenza al diametro,l if valore approssimato di 3,­
cDettivamenle "ella Bibbia questa lIalutazionc e data in modo del tutto
casuale, e frammisla ad afire notizie, come mostrallO i passi seguellti;

« ... e [l'arehitetto] ieee anche di getta il mare 2 di rame, ehe

I Oi 'It oggi si conoscono moltissime proprieill.: la fondamentale ~ enunciata da
un celebre teorema, dovuto a1 matematico tedesco Carl Louis Ferdinand Von
Lindemann (1852-1939), il quale a(Jerma che 'It non pub eS5ere radice di alcuna
equazione algebrica a coefficienti interi. lnoltre, gill. nel secolo XIX il matematico
inglese William Shanks aveva calcolalo 707 cifre decimali di 'It (delle quali pero
« solo,. Ie prime 527 esalle) e i moderni mezzi di calcolo permellono ovviamente
approssimazioni ancora 5uperiori. Le prime cifre sono 3,14159 26535 89793 23846
264338327950288 41971.
2 Grosso bacile. L'archilello era malta probabilmente Hiram di Tiro (dr. I Libra
dei Re, VII, 13).
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aveva died cubiti da un orlo all'altro, ed era rotondo... ; la sua
altezza era di cinque cubiti e un cordone di trenta cubiti 10 cingeva
tutto intorno ».3

« ... Fece parimenti i1 mare di getto. che aveva died cubiti da
un orlo a11'altoo ed era rotonda tutto intorno. Aveva cinque cubiti
d'aitezza, ed un file di trenta cubiti abbracciava tutta la sua circon­
ferenza ».4

Da questi passi sembra si possa dedurre che 10 scrittore valutasse
la lunghezza della circon/erenza del bacife uguale al triplo della sua
larghezza. In verita ~ difJicile prendere sui serio questa valutazione:
in/alii gfi artigiani /enici, ai quafi /u afJidata malta probabilmente la
costruzione del Tempio di Salomone. quasi certamente utifizzavano un
valore malta pia approssimato di n.

Si noti in/atti che assumere per questa numero if valore approssi­
mato di 3 equivale, in termini geometrici, a con/andere fa lunghezza
della circon/erenza call quella del perimetro dell'esagono regolare in­
seritto, e questa poligono ~ malta ehiaramente distinto daUa circon/e­
renza, anche eseguendo la stima su una figura mofto grossolana.

Inoftre una misura senza motte pretese di precisione della lunghezza
della circon/erenza (eseguita per esempio in modo puramente sperimen­
tale can una cordicella ed un vasa rotonda) porta /ocilmente a dare
per r. una valutazione malta pia approssimata; si giunge speditomente
per esempio 01 valore 22/7. che si trova anche in Archimede. E gia
nel • Papiro Rhind.J scritto dall'egiziano Ahmes verso jJ 1700 a.C.
si trovano enunciate delle regale per i1 calcolo dell'area del cerchio
seguendo Ie quali si giungerebbe a trovare per r. un valore che, espresso
in termini moderni. sarebbe rappresentato do 3,1604.'

Non vogfiamo soDermarci in citationi storiche sui molti pensotori
antichi che raccolsero a trovarono risuftati anche importanti (Tolete.'
Pitagora' ed aftri); come abbiamo giO accennato, ci interessa osservare
che, in base: ai documenti noti,' si pub asserire che la matematica nac-

3 Primo Llbro dei Re, VII, 23.
4 Secondo Libra delle Cronache, IV, 2.
J Oal nome di Alex Henry Rhind che 10 acquistb nel 1858; Rhind fu uno degli
lnizialori degli scavi archeologici in Egino verso il 1850.
, La regola valuta I'area del cerchio con il quadrato degli 'I. del diarnetro:
confrontandola con la regora auualc II oniene 'It = 256{81 = 3,16049...
, Talete di Mileto, geomctra e altronomo greeo vissuto aUorno al 600 a.C.
• Pitagora di Sarno, filosofo greeo vissulo intorno al S30 a.C.
9 Naturalmente nulla vieta di pensare che questi non Jiano pienamente rappre­
sentativi dei risultati raggiunti nell'anlichitll nel campo della matematiea.
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que do problem; praticiw e si svilupplJ inizialmente con applicazioni
concrete e con risoluzioni di detti problemi. l1

Come abbiamo gia detta, non abbiamo prove che prima della civiltit
greea 1a matematiea avesse que; caratter; di asfraltezza e di generalitii
che, a nostro parere, sana necessari perche un pensiero passu essere
delto gCllu;namente scientifico. Va rilevoto ina/tre che /lei pensiero greeD
traviomo non solfonto che 10 maternatica ha raggiunto if fiveflo a cui
abbiamo accennato, rna troviamo altresi che 10 matematica viene analiz­
zota /lei suo; fondament; e net suo; procedimenti, con uno sganciamento
dagfi aspetti pratici non solo a livelfo dj jormulazione e trattazione di
problemi, rna anche a livello di considerazioni filosofiche. E qui si pub
riconoscere I'inizio del je1lomeno, gili rUevalo, dell'attenzione rivolta al
modo di conoscere della matematica da parte dei filosofi, che si sono
domandati da dove provenisse /a particolare clliarezza dei concetti mate­
malici e quale josse il jondamento della particolare certezza dei ragio­
namenti matematici.

In questo ordine di idee, presentiamo inizialmente alcune pagine
jamose di Platone, neUe quafi questa filosojo si pone detti problemi e
dli Ie sue soluzioni. I passi sono celebri per varie ragioni; anzitutto
essi testimoniano delle conoscenze matemaliche di Platone, ma soprat­
tutto essi danno una prova delf'interesse risvegliato dai problemi mate­
matic; nella cultura greca, anche in relazione al ripensamento ed alIa
critica della conoscenza umana, del suo valore e della jonte della sua
certezza.

10 Gill la leggenda (collegata con la etimologia del nome) alTerma che III origine
della geometria e dovuta alia pratica della misura delle terre, nata dal bisogno di
rislabilire i confini dei campi egiziani soggetti alla inondazione del Nilo.
1I Come ad esempio quello della costruzione di un niangolo rettangolo.

PLATONE

L'importanza e l'influenza di P/atone nella storia del pensiero n01l
hanno certo bisogno di presentazione,1 e possiamo quindi /imitarci a
chiarire Ie ragioni (solo accennate nell'introduzione a questo capit%)
per Ie quali abbiamo voluto aprire questa antologia COlt pogine di que­
sto Autore che, a rigore, non si pub dire essere stato un matematico,
proprio perche i suoi interessi prevalenti lo portavano verso /a filosofia.

1 Ricordiamo solo Ie date di nascita e di morte: 428/427 e 348/347 a.C., e la
fondazione delI'Accademia intorno al 387 a.C.
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Jl suo merito particolare che, dal ttostro punto di vista, vogliamo
ricordare e quelfo di essersi dedicato anche a ripensamenti sulla mate­
matica in modo do inserirla nel eontesto della sua filosofia, sia per quanto
riguarda fanaUsi della seienza, sia per quanto riguarda il eollegamento
tra eOllOseenza (ehe nOn sarebbe altro ehe ricordo di ftozioni gia pos­
sedute dall'uomo) e matematica (ehe forse ha attirato l'altenzione di
Platone proprio per la particolare eertezza ehe essa presenta in eerto
modo come una sua earatteristica fondamentale).

I passi nei quali Platone tratta della matematica sano numerosi e
allehe di diverso interesse, e non riteniamo quindi di eonsiderarfi siste­
matieamente/ sembrandoci sufficiente riportarne due (dai dialoghi Re·
pubblica e Menonc) e rieordare ehe net dialogo Timeo si trova l'aDer­
mazione ehe i quattro elementi (terra, aequa, aria, fuoco), ehe si pen­
savano come coslituenti dell'universo, avessero particelle dementari carat­
terizzate dol fatto di avere 10 forma dei solidi regolari oggi chiamati
spesso «poliedri platonici »;J Ie particelle elementari della terra vengono
pensate di forma cubica, queUe dell'acqua come aventi 10 forma del­
l'icosaedro, queUe dell'aria come aventi 10 forma del/'ottaedro, queUe
del !uoco come aventi 10 forma del tetraedro. Al dodecaedro rego/are
viene attribuita una funzione puramente omamelltale, come simbolo della
bellezza dell'universo, nella Quale Dio si compiace.

La posizione di IJlatolle nei riguardi della matematica ill generale
e della geometria, e /lei riguardi de; rapporti che queste scienze hanno
can if reale e con fa sua conoscenza, e abbastanza bene preselltata dol
seguente passo della Repubblica:

« ... essi [i matematici] si servono di figure visibili e ragionano
su di esse, rna non ad esse pensando, bens! a cio di cui esse sono
Ie immagini, ragionando sui quadrato in se e sulla diagonale in se,
e non su quella che disegnano. La stesso si dica per tutte Ie figure
che essi modellano e disegnano. di cui si servono come immagini (a
guisa di ombre e di immagini rinesse nelle acque), cercando di ve·
dere i veri enti, che non si possono vedere se non col pensiero ».

2 Per approfondimenti segnaliamo, ad esempio, Pta/one e fa ma/ematica nel mondo
an/ico di A. Frajese, Roma, Studium, 1963.
3 Tetraedro (superficie formata da quattro triangoli equilateri), cuba (sci quadrati),
ottaedro (otto triangoli equilateri), dodecaedro (dodici pentagoni rcgolari), icosaedro
(venti triangoli equilateri). Ricordiamo che ci seno altri quaUro poliedri rcgolari non
convessi: i due dodecaedri stcllllti trovllti dll Johannes Keplero (1571·1630); il
grande dodecaedro e i1 grande icosacdro trovati dal matemlltico francesc Louis
Poinsot (l777·1859).
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Si frova qui aDermafo un punto di vista ehe i matematici hanno spesso
sostenuto e ehe ritroveremo per esempio in Cartesio: if londomentD della
matematica e delle sue certezze non e sperimentale; fa certezza derivo
sol/anto doUa coneatenazione logico delle deduzioni aile premesse, e
non doUa evidenza 0 doUa perjezione delle figure.

Anzi, come vedremo, Cartesio /a una distinzione fra queUe clle egli·
chioma Ie linee «geometriche» e queUe ehe egli chioma «meccani·
ehe »; queste ullime, egli dice, hanno bisogno di precisione, perche
ovviamente (nel pensiefa di Cartesio) esse non hanno una de{inizione
logicamente per/etla e quindi richiedono di essere tracciate con esat·
tezza, perche questa e 10 sola garanzia della validita delle cOl/clusioni;
invece neUe Linee «geometriche II fe proprieta possono essere dedotte
validamente so/tanlo in base aUa defillizione, per la jorza della pura
fogica e /e Linee stesse non abbisognano quindi della precisione delle
figure e dei disegni.

Per quanto riguarda il collegamento tra conoscenza e matematiea,
ci limitiamo 01 passo che segue, tratto dol dialogo Menone (nome di
uno degli interlocutori di Socrate); esso e celebre, perche con esso Pia­
tone (per bocca di Socrate) cerca di dimostrare 10 sua leoria della
conoscenza (che non sarebbe allro che ricordo di nozioni gia posse­
dute dalf'uomo); interessa in partico/are it tatto che Platone abbia see/to
un argomenlo di geometria per conjermare la sua teoria, anche perche
questa scelta pub essere eonsiderata indicativa del pensiero greco a pro­
posito deUa geometria; questa vel/iva considerata intatli come una scienza
che possedeva in somma grado ed in modo quasi esemplare i caratleri
di chiarezza e di certezza.

La traduzione e tralta dal citato libra di Attilio Fra;ese (Platone e
la matematica nel mondo antico, Ramo, Studium, 1963), che neUe note
qui non riportate precisa, fra l'altro, Ie variazioni rispetlo aUa tradu­
zione let/erale e l'aggiwlta deffe leftere neUe figure.

Socrate vuol mostrare a Menone che imparare e soltanto ricor­
dare cia che gia sappiamo da una vita precedente, e jornisce una
prova pratica invitando un ragazzo ignorante a riso/vere un pro­
blema di geometria, londando soltanto sui suoi ricordi.

Socrate - Non e certo facile (fornire una provo): comunque
voglio fare it possibile, per farti cosa gradita. Chiamami uno di
questi servi che t'accompagnano, queUo che tu vuoi, affinche su di
lui possa fomirti la dimostrazione.

Menone - Benissimo. (Ad un servo) Avvicinati.
Socrate - E greco? E conosce 1a lingua greca?
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Menone - Senz'altro: e nato in casa.
Socrate - Sta bene attento se ti sembra che egli ricordi, oppure
Menone - Sare attentissimo.
Socrate - Dirnmi, ragazzo: sai che Df------iKr------IC

questo spazio qui e un quadrato?· :
Ragazzo - Sf, 10 so, !
Socrate - Questa e un quadrato: l

ha doe queste quattra linee uguali? 5 :,
Ragazza - Si. E ---------rL--------- F
Socrate - E non ha uguali anche I

queste linee tracciate per i punti di :
mezzo? 6 :,

Ragazzo - Si. :
Socrate - E uno spazio come que- Al------;'H,.-------1B

sto pue essere maggiore 0 minore?
Ragazzo _ Certamente. Fig. 1

Socrate - Se questo lato fosse lungo due piedi, e quest'altro
lato pure due piedi, quanti piedi sarebbe it tutto? 7 Guarda un po'
qua: se da questa parte la lunghezza fosse di due piedi,a e da que­
st'altra parte fosse di un piede so10,9 10 spazio corrispondente sa­
rebbe altra cosa che due piedi?

RagazzQ - Non sarebbe certo altra cosa.
Socrate - Ma poiche anche questa linea 10 e di due piedi, I'area

non diventa due volte?
Ragazzo - Lo diventa di certo.
Socrate - Diventa cioe due volte due piedi?
RagazzQ - Sf.
Socrate - E quanti sono due volte due piedi? Fa' it calcolo e

dimmelo.
Ragazzo - Son quattro, Socrate.
Socrate - Non si potrebbe costruire un altro spazio doppio di

questo, e tale che abbia pure tutte Ie linee uguali come questo? 11

• Fig. 1.
5 AB, Be, CD, DA.
6 EF, HK.
7 AB e BC rispettivamente. Si noti che piedi e in corsivo quando e usato per Ie aree.
a AB.
9 AE 0 BF.
10 AD 0 BC.
II Un quadrato di area doppia.
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Fig. 2

PlatODe

Ragazzo - Si.
Socrate - Oi quanti piedi sara?
Ragazzo - Oi otto.
Socrate - Cerea ora di dirmi quanto sara lunga ciascuna linea

di queUo spazio. Illato di questo ~ di due piedi: quanta sara lungo
il lata del quadrato doppio?

Ragazzo - Ma ~ evidente, Socrale: sara doppio.
Socrate - Vedi, Menone, come io non gli insegno nuIJa, rna gli

rivolgo solo dornande? E ora egli crede di sapere quanta ~ lunge iI
lato del quadrato di otto piedi, non ti sembra?

Menone - Sf.
Socrate - Ma 10 sa, forse?
Menone - Per nulla affatto.
Socrate - Egli crede Corse che il lata del quadrate di area dop­

pia sia di lunghezza doppia?
Menone - Sf.
Socrate - Osserva ora come comincia a ricordare nel corretto

processo della reminiscen-
za. (AI ragazzo) Oimrni: p'r- -':"C- ..,N
secondo te dalla linea dop-
pia risulta area doppia?
Dico come questa, non piu
tunga da una parte e piu
coria dall'altra, rna dap-
pertutto uguale come que-
sta, rna di area doppia di 01------7'1------------- 5
questa: quindi dell'area C
di otto piedi. Guarda se
ti sembra anoora che ri-
sulti dal lato doppio.

Ragazzo - Si, mi sem­
bra.

Socrate - Questa li-
nea non diventa forse A
doppia se aggiungiarno ad
essa, di seguito, un'altra eguale? 12

Ragazzo - Certamente.
Socrate - Oa questa linea (AM), tu dici, risulta l'area di otto

U BM _ AB (fig. 2).
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piedi, se si tracciano quattro di tali linee? IJ

Ragazzo - Sf.
Socrate - Tracciamole, dunque, queste quattro linee uguali. Che

siamo venuti a costruire se non it quadrate che tu dici essere di
otto piedi?

Ragazzo - Proprio queUo!
Socrate - Ma in questo nuovo quadrate non sono forse con­

tenuti quattro quadrati come queUo (di partenza) avente I'area di
quattro piedi?

Ragazzo - Sf.
Socrate - Quanto e grande, dunque, iI nuovo quadrato? Non

e forse quattro volte queUo di partenza?
Ragazzo - E come no?
Socrate - E se e quaHro volte J'aItro, e forse iI suo doppio?
Ragazzo - No, per Giove.
Socrate - E che cosa e?
Ragazzo - t iI quadruplo!
Socrate - Dal lata doppio dunque, ragazzo, non risulta area

doppia, rna quadrupIa.
Ragazzo - t!. vero.
Socrafe - E quattro volte quattro fa sedici, no?
Ragazzo - Sf.
Socrate - E da Quale linea otterremo it quadrato di otto piedi?

Questa linea, non ci dA forse it quadrato quadruplo?
Ragazzo - Sf.
Socrate - E questa linea-metA (AB) ci da iJ quadrato di quat­

tro piedi?
Ragazzo - Si.
Socrate - Sia: il quadrato di otto piedi non e forse il doppio

di questo (di ABeD) e la metA di queUo (di AMNP)?
Ragazzo - Sf.
Socrate - Dunque non risultera forse da una linea maggiore di

questa e minore di quella?
Ragazzo - Mi sembra che sia cosi.
Socrafe - Bene: rispondi secondo queUo che a te sembra (giu­

sto). E dimmi, questa linea non era lunga due piedi, e quest'altra
non era lunga quattro piedi?

Ragazzo - Sf.

U AM, MN, NP, PA.
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Socrate - Dunque 1a linea (il lato) del quadrato dell'area di
otto piedi deve essere maggiore di questa di due piedi e minore di
quest'altra di quattro.

Ragazzo - Certo che deve esserlo.
Socrate - Ebbene: cerca di dirmi di quale lunghezza deve

essere.
Ragazzo - Di tre piedi.
Socrate - Perche la linea sia lunga tte piedi, aggiungiame a

questa linea la sua meta: non si otterra COS! la linea lunga tre
piedi? I. Infatti questa (A B) e di due piedi, quest'altra (BT) di uno:
e COS! si genera it quadrate (ATUV) che tu dici.

Ragazzo - Sf.
Socrate - E poiche questa linea (AT) e di tre piedi, e quest'al-

M

NR

B

Fig. 4

, ,,, ,, ,, ,, ,, ,,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, c ,
s, ,, ,, ,, ,, ,, ,,, ,,, ,, ,, ,, ,, ,

A

p

D

A~----j;B'---j:----"M

FIg. 3

P',- -'1R'--__-,'N

Df---"Ct--t------IS

v ~u

tra (TV) e pure di tre piedi, tutto iJ quadrato (ATUV) avril I'area
di tre volte tre piedi, non e vero?

Ragazzo - Sembra di sf.
Socrate - E tre volte tre, quanti piedi sono?
Ragazzo - Nove.
Socrate - E il quadrate doppio di quanti piedi doveva essere?
Ragazzo - Di otto.
Socrate - Dunque dal 1ato di tre piedi non si genera il quadrate

dell'area di otto piedi.
Ragazzo - No di certo.

14 Ad AB si aggiunge BT = AB/2 (fig. 3).
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Socrate - E da quale lata, allora? Cerea di dinnelo giustamen­
te, e se non vuoi ealeolarlo, mostra qui sui disegno da quale Jato si
generi il quadrato riehiesto.

Ragazzo - Ma per Giove, 0 Socrate, non 10 so.
Socrate - Ma ora dimmi aneera: questa quadrato (ABeD) non

~ di quattro piedi?
Ragazzo - 81.
Socrate - Aggiungiamogli secanto un altro quadrato ad esse

uguale (BMSC) (vedi fig. 4).
Ragozzo - Va bene.
Socrote - Ed anche un terzo (SNRC) uguale a ciascuno dei

prirni due.
Ragazzo - Va bene.
Sacrate - E non vogliamo ora riempire 10 spazio vuota in que-

st'angola? U

Ragazza - Riempiamolo.
Socrate - Non abbiamo COS! quattro quadrati uguaH?
Ragazzo - Sf.
Socrate - E tuU'e quattro insieme Cormana un quadrato

(AMNP), ehe quante volte ~ queUo di partenza (ABeD)?
Ragazzo - E quadruplo.
Socrate - Doveva essere invece doppio, non ti ricordi?
Ragozza - Certo che 10 ricardo.
Socrate - Ma queste linee,lt che tracciamo da un angola ai­

I'altro, non tagliano esaUamente a meta ciaseuno dei quattro qua­
drati?

Rogazzo - 81.
Socrote - Dunque non abbiama qui Corse quattro linee uguaH

(DB, BS, SR, RD) che comprendono tra loro questa spazia? 17

Rogazza - Si.
Socrote - Guarda ora: quanta misura questo nuovo quadrato?
Ragazzo - Non 10 so.
Socrate - Ma Ie linee tracciate (DB, BS, SR, RD) non dividono

forse internamente per meta ciaseuno dei quattro quadrati?
Ragazza - Sf.
Socrate - E Quante di queste meta ci sana nel tutto?

15 Angolo OCR.
16 Come 8S, SR, RD, DB.
17 BSRD.
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Rogozzo - Quattro.
Socrate - E quante meta VI sana In questa quadrato di par-

tenza?
Ragazzo - Due.
Socrate - E quattro che coss e di due?
Ragazzo - II doppio.
Socrate - Oi quanti piedi e dunque questa nuovo quadrato

(BSRD)?
Ragozzo - Oi otto.
Socrate - E quale e it lata di questa nuovo quadrato?
Ragazza - Questa (DB).
Socrate - eire la linea che andando da un angolo all'altro taglia

it quadrata di quattro piedi?
Ragazzo - Si.
Socrate - Ebbene: i sapienti chiamana diagonale questa linea.

Cosicche, se questa linea si chiama diagonale, e proprio daUa diago­
nale, come tu dici, 0 ragazzo di Menone, che si genera il quadrato
di area doppia.

Ragazzo - Proprio cosi, Socrate.

EUCLIDE E LE VERSIONI DEGLI «ELEMENTl»

Il nome del greeo Eucfide (EVXA,E(OTjI;Y e uno dei pili famosi nella
storia della matematica; a lui si deve infatti il celebre libro deg/i Ele­
menti che pub essere considerato come it primo trattato scientijico che
sia giunto sino a noi.

Non vi ~ dubbio che 10 matematica greca non ~ nata con Euc/ide,
e che questo autore. per testimonianza per esempio di Proclo,2 utilizza
nelle sue trattazioni i risultati della rieerca di matematici che 10 pre­
cedettero. Resta tuttavia it fatto che moUe proposizioni che egli espone

I Della sua vita si sa solo che insegno e fondo una scuola ad Alessandria al tempo
di Tolomeo I, che regno tra il 306 e iI 283 a.C.
2 Filosofo 8reco (412-485). Fu a capo dell'Accademia platonica di Atene dal
450 aUa morle; nella sua opera si lro)'a un '" Elenco dci matcmatici .. allribuilO
a Eudemo di Rodi (vissuto prima del 300 a.C.). discepolo di Aristotele, con 10
studio delle cognizioni matematiche dal punto di visla storico.
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sono dovute a lui e ehe a lui si deve 1a sis/emazione della materia can
quei caratted di sistematicita, di astrattetta e di generalita ehe quaIi/i­
eheranno in tutta /a storia della umanitii Ia matematka intesa come
scienza.

Va osserva/o ehe negli Elemenli viene presentata anzitutto fa geo­
me/ria e in seguito l'aritmetiea; l'anaUsi di questa sueeessione di pre­
sentazione delle eonoseenze ma/ernatiche de/l'epoca di Eudide si po­
trebbe prestare a molte considerationi; qui ci limitiamo a ricordare iI
latlo che i greci non possedevano una convenzione eomada per rap­
presentare i numeri. Questa deficienza e stata ereditata daUa cul/ura
medioovale e ha data luogo ad una prevalenza costante dell'aspetto
geometrico della rappresentazione della quantita rispetto all'aspetlo pura·
mente aritmetico.l

II trattato eudideo si presenta in una struttura il cui rigore e ammi·
rabile, e ha lormato in certo modo anche l'esempio, iI paradigma della
esposizione scienti/ica rigorosa per quasi duemifa anni. Euclide inlatti
inizia con fa presentazione dei f( termini », cioe con fa spiegazione della
terminologia che egU usera nel seguito del suo libro. Queste proposizioni
hanno data luogo a moltissimi commenti, come vedremo, nella maggior
parte di ispiratione /ilosofica. Probabilmente questi commenti sono stati
originati dal carattere che veniva attribuito alia geometria, /a quale era
considerata come una scienza speci(icata da determinati «oggetti »; dopa
ta eritica pili recente questa coneezione e largamen/e cambiata e quindi
anehe Ie discussioni a proposito del significato delle proposizioni eudi·
dee riguardanti i termini hanno perduto molto del loro interesse.

Dopa i «termini 11 Euclide enuncia delle proposizioni ehe sana date
senza dimos/razione, divise in due specie: Ie f( nozioni comuni 11 ed i
« postulati ». Le «nozioni cornuni ... sono delle proposizioni non dima­
strate che hanna una portata es/remamente generate; i cinque «postu­
lati» sono invece delle proposizioni di portata relativamente pili ris/retla
e di argomen/o pili specificamente geometrico; ricordiamo ehe iI quinto
Ira essi e il celebre postulato riguardante Ie rette parallele. ehe Ita dato
origine ad una controversia plurisecolare. chiarita completamente sol·

3 A lilOlo puramente indiulivo di quesla siluazionc culturale vogliamo qui
ricordare la interprelazionc che ~ stata dala di un verso di Dante che risulterebbe
SOtlO altri aspelli abbastanz& OSCUTO. Si lratt. del celebre verso

c Lunga promessa con I'auender corto»
(In£. XXVII-410)

il cui significalo ~ cvidentemente .. promettere molto c mantenere poco.; rna Ie
nozioni di .. lungo. e di .. coriO. sono mollo probabilrnente tralte da una abilU­
dine alia rappresenlazione visiva della quantitA, che f.eeva ricorso aile nozioni
geornclrichc per dUetlo di possibilitA di rappresenlazione con altri mezzi.
4 Nella versione del Vacca. cbe in parte riporleremo, sono 5; in quell. del Com­
mandino, che pure in p.rte riporteremo, sooo 10.
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tanto nella seconda meta dello scorso serolo, con un processo critico
che ha avuto una /ondamentale influenza su tulia la matematica.

Ai «termini., alle «nozioni comuni" e ai «postulati", Euclide
/a segllirc, in tredici libri, proposizioni di geometria e di aritmctica;
cominciamo con it riportare le prime pagine degli Elemenli nella tra­
duzione dovuta a Giovanni Vacca,s senza riportare lc note del tradut·
tore e limitandoci a ricordare che e molto probabile che j[ testo rela­
tivo a «termini", «postulati _, «nozioni comuni _ sia giunto a noi
alterato e de/ormato.

Termini

t. PUNTO e ci~ che non ha parti.
2. LINEA [e] una lunghezza senza larghezza.
3. ESTREMI OJ UNA LINEA son punti.
4. LINEA RETTA e quella che e posta in pari rispeUo ai suoi

punti.
5. SUPERFICIE e ci~ che ha soitanto lunghezza e larghezza.
6. ESTREMI DT UNA SUPERFICIE son linee.
7. SUPERFICIB PlANA e quella posta in pari rispetto aile sue

rette.
8. ANGOLO PIANO e l'inclinazione di due linee in un piano che

si toccana, rna non sona per diritto.
9. Quando Ie linee comprendenti un angolo son rette, "angolo

si chiama RETTILINEO.
to. Se una reUs posta sopra una retta, fa gli angoli adiacenti

eguali tra loro, ognuno dei due angoli eguali e RETTO, e la retta
posta si chiama PERPENDICOLARE a quell a su cui e stata posta.

11. ANGOLa OTTUSO e queUo maggiore di un retto.
12. AcuTa e quello minore di un retto.
13. TERMINE e l'estremo di qualche cosa.
14. FIGURA eci~ che e compreso da uno a pili termini.
15. CIRCOLO e una figura piana, compresa da una sola linea,

tale che tutte Ie rette condone ad esss da un punta posta entro la
figura, sono eguali tra loro.

16. CENTRO OEL CIRCOLO si chiamn quel punto.

S Eudide, /l primo libra degU Efementi. testo greco, versione italiana, introdu­
zione e nOle a CUfa di Giovanni Vacca, Firentt. Sansoni, 1916.
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17. DIAMETRO DEL CIRCOLO e una reUa condotta per il centro,
e terminata ad ognuna delle parti alIa circonferenza del circolo, la
Quale divide anche it circolo per meta.

18. SEMICIRCOLO e la figura compresa da! diametro e dalla cit·
conferenza da esso tagliala. II centro del scmicircolo e 10 stesso del
centro del circolo.

19. FIGURE RETTILINEE son queUe comprese da rette, TRILA·

TERE da tre. QUADRILATERE da quattro, MULTILATERE queUe com­
prese da pit1 di quattro.

20. Tra Ie figure ttilatere e TRTANGOLO EQUTLATERO quello che
ha i tre Jati eguali; ISOSCELE queUo che ha due soli lati eguali; SCA­

LENO queUo che ha i tre 1ati diseguali.
21. Inoltre tra Ie figure trilatere, e TRIANGOLO RETTANGOLO

queUo che ba un angola retto, OTTUSANGOLO queUo che ha un an­
golo ottuso, ACUTANGOLO quello che ha i tre angoli acutL

22. Tl'a Ie figure quadrilatere e QUADRATO quella che e equila­
tera e rettangola; OBLUNGO quella che e rettangola rna non equila·
tel'a: ROMBO quella che e equiJatel'a rna non rettangoJa; ROMBOIDE

quella che ha i lati e gli angoli opposti eguali tra loro. rna non e ne
equilatera, ne rettangola; si chiamino TRAPEZJI tutti gli altri quadri­
lateri.

23. PARALLELE sono rette. Ie quali sana nella stesso piano, e
prolungate aU'infinito da ognuna delle due parti, da nessuna delle
due patti si incontrano tra loro.

Postulati

1. Si ammetta di pater tirare da ogni punto ad ogni [a1lro]
punto, una linea retta;

2. e di pater prolungare continuamente per diriUo una linea
retta terminata;

3. e con ogni centro e con ogni distanza, descrivere un circolo;
4. e che tutti gli angoli retti sono eguali tra loro;
5. e che se una reUa incontrando due rette. fa gli angoli intemi

e daUa stessa parte minod di due retti, Ie due rette prolungate alI'in­
finito, si incontrano da quella parte nella quale gli angoli son minori
di due retti.

32



Euc::lide e Ie versionl dcgli • Element! •

Nozioni comuni

I. Le cose eguali ad una stessa, sono eguali tra loro.
2. E se a cose eguali si aggiungono cose eguali, i tutti sonG

eguali.
3. Ese da cose eguali si tolgono cose eguali, i resti sonG eguali.
4. E Ie cose sovrapponentisi runa suU'a1tra, sonG eguali tra loro.
5. E il tutto e maggior della parte.

L1BRO PRIMO

•. - Sopra una retta data terminata. costruire un triangolo equi·
latera.

Sia AB la retta data termi-
nata. r

Si deve sulla reUa AB co­
struire un triangolo equilatero.

Can centro A e distanza AB
si descriva (P 3)' il circol0 Br..Q., B E
e di nuovo con centro B e di·
stanza BA si descriva (P 3) il
circolo ArE, e dal punta r in
cui i circoli si tagliano tra loro,
si conducano (P 1) ai punti A,
B Ie rette r A, rB.

E poiche il punto A e centro del circolo rAB, la AT e eguale
(T 15) alia AB. E di nuovo. poicM it punto B e centro del circolo
rAE, la Br e eguale aUa BA (T 15). Ma si ~ gill dimostrato che
rA ~ eguale aUa AB. Dunque ognuna delle rA, rB e eguale aUa
AB. Ma cose eguali ad una stessa sono eguali tra loro (C I). dun­
que Ia rA e eguale alIa I'D. Dunque Ie tre rA. AB, Br sana eguali
tra Ioro.

Dunque il triangolo ABr e equilatero ed e costruito sulla retta
data terminata AB, come dovevasi fare.

, L'indic::azione (P 3) rimanda at terzo postU]IIO, (T 15) rimandl II tc::nnine 15,
(C 1) rimanda alia prima nO:tione comune; rimandi analoghi danno, ovviamenle,
Ie analoghe indicaz.ioni con altri numeri.
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2. - Ad un data punta apporre una retta eguafe ad una data
retta.

z
A

Sia A it punta data, e sia Br la retta
data. Si deve al punta A apporre una
retta eguaJe alla reUa data Br.

Si eonduea infatti dal punto A al
punto B la retta AB (P 1). e si co­
struisea su di essa il triangolo equila­
tero AAB (I). e si proJunghino per di­
ritto (P 2) aUe AA, AB Ie rette AE. BZ.
e con centro B e distanza Br si descriva
iI eireolo rHO (P 3), ed sneora can een- E
tro A e distanza .6.H si deseriva (P 3) i1 cireolo HKA.

Poiehe il punta B ~ centro del eircolo fHO. la Br ~ eguale
aUa BH. Ed ancora poiche il punta .6. e centro del eircolo HKI',
la .6.A e eguale aIla .6.H, delle quali la parte AA ~ eguale alia .6.B.
Dunque il resto AA e eguale al resto BH (C 3). Ma si e dimostrato
ehe la Bf e eguale alia BH. Dunque ognuna delle due AA, Br e
eguale alia BH, Ma cose eguali ad una stessa sono eguali tra loro
(C I). e percie) la AA e eguale alia Br.

Duoque a1 punto dato A si e apposta la AA, eguale alia retta
data Bf, come dovevasi fare.

Vista quote sia l'impostaziorze che Euclide dit alia sua opera geome­
trica, vogtiamo aggiungere a quanto abbiamo presentato fa traduzione
del celebre teorema del libro IX con il quale Euclide dimostra che i
numeri primi sono in numero infinito.

Tate dimostrazione. di una estrema semplicitll ed eleganza. merUa
forse qualche commento. anzitutto perche in essa, come si vedra, i nu·
meri interi sono concepiti come rappresentati graficamente. mediante
segmenti di cui essi misurano Ie lunghezze; ma f'aspetto ben pili impor­
tante di questo feorema e quello di aDermare di lotto la superiorita
della logica su ogni possibile esperimento e su ogni possibile ca/colo
concreto.

In questo ordine di idee quindi l'opera di Euclide si situa, come
abbiamo giii delto. ad WI livello scientifico molto superiore rispetto a
tutte 1e conoscenze matematiehe dei popoli antichi eire 10 precedettero.

Ecco la Proposizione 20 del libro IX:
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I numeri primi sono piu numerosi di ogni insieme 7 assegnato di
numeri primi.

La dimostrazione ehe Euclide dil della proposlZIone potrebbe essere
esposta ill termini moderni net modo seguente: siano a, b, c numeri
primi e supponiamo ehe non ve nc siano altd; questa ipotesi e assurda.

Consideriamo in/atli il n.umero

d = abc + 1;

questa 0 e primo 0ppUte ha un divisore primo.
Nel caso ill cui sia primo, esso e cer/amente diverso do a, do b,

do c e quindi abbiamo trovato un numero primo diverso dof fre con­
siderati. Se non e primo ovriJ almeno un divisore primo g; sf verifieD
subito ehe tale divisore primo e diverso do a, do b, do c; sf conclude
quind; ancara ehe esiste un numero primo diversQ do quest; Ire.

Pensiamo cite una menzione a parte si debba fare delle version;
degli Elemenli di Euclide, che furono moltissime attraverso i secoU e
che testimoniano dell'autorita deff'Amore e del tipo di cuftura e di inte­
ressi dei traduttori.

Sappiamo che Euclide era nota ai Romani, tanto che Cicerone' 10
menziona (De Oratore, Ill) .. sappiamo anche che Euclide fu conosciuto
dagU Arabi, che tradussero fa sua opera e che ne fecero numerosissimi
commentari.

La prima versione di Euclide in U/Ia lingua occidentale volgare (di­
versa, doe, dal latino che era la lingua dei datti) si deve a NiccolO
Tartaglia ed e del 1543. Federico Commandino da Urbino9 Ieee /lei 1572
una traduzione di Euclide COil commentari in latino e nel 1575 diede
la traduzione italiana della sua versiolle.

Senza soOermarci su altre versioni, abbiamo riprodotto Ie prime pa­
gine della versione italiana di Commandino,IO insieme con i suoi com­
menti e Ie riproduzioni dei commenti anticlli (ScoW). Si notera che
spesso dopa Ia proposizione di Euclide tradotta prende la parola if com­
mentatore, Ie cui linee sono precedute dolle parole « II Commandino ».

1 Dnl contesto si evince che questo insieme dato si suppone finito.
I Marco Tullio Cicerone (1Q6.43 a.C.).
9 (1509-1575).
10 DegIi Elementi d'Euclide librj quindid con gU scholii antichi I'olgori;:;:oli gia
d'ordine del lamosissimo ma/ema/ico Federigo Commandino do Urbina e can com­
menlarij iIIuslrali - In Pesaro, appresso FlafAinio Concordia, MDCXIX.
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LlBRI QVINDICI.
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Vol,g3rirzari e:ia d'ordine. dtl famofillimo MHcmatic:o
-nDERIGO COMMANDINO D.' VRBINO,

c con COfQmtnlalij illufirati.
Et ho,. (OM Ji/igtn'(,4 ,tl4;~;, , rif14mp.t;;

DEDICATl AL SEltENISS IMO

DON FED E RIG 0 FELTRIO
DELLA ROVERE PR.ENCIPE O'VRIlINO.

IN l' E S AII. 0, ApprdfoFJamin;o Concordia,MOC XIX."
COl{ LIC£l(Z.A DE.' SY'P~~/OJtl.

Ad ul.{\anzadl Gio. Antomolngcgnieri da Fo({ombroQc.
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DI EVCLIDE

Libro Primo.

CON I COMMENTARII

II p~nlo f
pricipio di
!u<t~Jt ii:ri
den.e.
Va,;e dirli­
n;,ionidel­
I. linea.
Nod,ia del
blinea,
No,i,ia del
IJ CUflitic,
No,i,iadel

Colido,

VI FEDERICO COMMANDINO DA VRBlNO.

'D IF F INIT 10 NI.
I.

L PVNTO. equellochenonhaparte,o
vera ehe bon ha grandcz.za aleuo...

l~ COi\lM,AX'Dl7{.O.
. Elldidc pn 14}1~.1rj01lcddlt poUt j d bit djmoflr4ro 'iJlltl/ii"­

to, ~btt'pr;'l€ipiodjrlllla la matni4propofla,pnciMk r mdo
rbtu prin&,pij{Ill7tltd'f!trm:i d'HflltlJe cOft. dellr tpi4Ii. I fiJI/a
prinlipij, 0- efJrr.docix Ie /oro 1~4riO"; djmoflrino ill tm ,mo

,- m,dolu.ltllrltdi'fH,IIi,nMI[mz"",,!jontl hmM ';1;"011410 (,mI.
tjonj~glttj,t',olUlmirtlZdtffiprmripif,ll chuffc,",it'PtrKllJ COIJ r4lltoritJ.di 'ParlIltnid,. II p~nfo re.
I 'I'ythagm"d per 'tiM enrol proporrion" & (Til1ljtIriMCdijJUlirono it~ro 'lfm:honjrJrbrbit caodo .' ~~

{Kirme;p"citKh, il pUta b4 po/itionr,& rvnirJ uO fha..AriftoulrM!'ll#Uto "{ibro tid/a{Mit \ lb~g:t"'~
l1;wlUf pblltJfopbiluJiu, 'bt~II'llHbeivlfIj ,0"1'1'0 djf~m", ol«ro dir"wltitUinJilli{lbif~. ~nll 'licio~
tpiel1odlmlf;ebt{t~rmdolt: 'l:Jt:titJ,eomt'lllitit~,lIo IipIlOJilliJat,!"t1fo Jlto,be in (Illtoht:ft, ~ po I
& fnrz" pofitiC',e/i ,hi,,,n,nnitJ;m41Htlloe~ in tlllto ht:lt,& 4ft: fHJ/illone J;uji1';;to:& n. •
111t1lo ,beill )tn Jol m~o fi 1'MO di~i1yt'{"Pt"fit;t: 'lutllo poi tilt J4tlllrt Itp.uti fi puJ Jillidt_ I
!"t. &ehtbt:lttrtJ,m~'fioJl/~eIJwn41C e~rfo. .

I I
La lin ea Cvtl:l.l uoghtz7.1 renn Iarghczza..

IL (OJJt'...::u'vt'1'{.DI1{.O.

'Dop1'~il pH1lI01~lillum;"il{uolU1of,",.(o,p<{,efi torneil pllJlto ~ dtUa /intt:, ,oft I,,:
/i1l(4 j pmdpio Je:la{lIptrjkit, .,Ut:'fllale fidir. 'lHi{ottO. iJPIP/10 dll1ll{lll fi (orne priMipio Iii
(mIt Iegramie{',t per~ n~gatiollt {oLl, m.l: fa liM" p:utt per f affirmallOllt,pUuptr la I/&!,<2­

riontd Ul4!<f di,/ljflr,z!4, qlWrdo dlff';'~ i lJIIO: IMngJn'{'{t:Im"{" l.vg/Itt.'{a. Ami alnt:.
mtllub:lllllo diffi.'iiu 1.1: Ii/,u., perciKh~ a'tHII!dliJrro. ,h',/It: efa lhfo dd PllJlfO ; at'Wli ,{rt:
'1114!i fi;ATiifolel"ditr""o;eb, '(t: VII2 gr.vule'Zzuht ill VII[ot mHofiPH~ dillidm;eioi{ecQ_
do /a 1.~mt!!J'\.<:!l ddla Ii¥talloi habiJio:mo IIOruit:"omt diu vipo!/onio, tpJ41ulo fi miftr4no

I
le lmJ!,bt'{'{"t [JI:, Mdlnit, ~ dellt mllra. pm:/,uil'bor.l: '1011 vi Ii t:.(gill1l1plt fary/lt'{­
'{il",lltgron~{o:~m4,0IlftdtTia~ {olo;"llaJim~;,Ii~1lt • tiel/me quam/o Ii mi{HT01lo; tllmpi
r~!.lIardl,zmo. /4 [upr.fit!t, & ~rlt:ndo Ii mijilul,o i po~ ~i.~u,udi.lmo il Jo/ido , r.oJ~
tlofi~'/)f" 'I)e r,f(e.slw,d9 illJit1llt tlllle Ie d,mtn[/(JIll. dl('41110 eJftrt raJ+lo !II iF"/)
" J dt:..( l

37



J,jnec(cm·
ploa.~ .llli·
ft<.

w lJl;,rcj
fdl,lf4 'riI
uolrCOlOlc
it UrdlIO •.

("cmcPb
101.cd,fIi"':
bl,"U fU'
I~:

D,fIi/l;!lo-.
•• d 1l41j...:
lIurCI'ad,:
/Itdu....cd.;

•

38

v.iol EI/Cutfc.d~/. liIfttt. rrttll i'l',tO;: fLt milieu tfi/l-z" "!,,idt,tici'1"t1l4 ilf/41/.­
t4 the lillrn1'uv:fr.1i"'IfFl.Jfli. ft'TtJal:t tfl<dt(ll''tIII tlflW i th/lart i.J/I.1m, rDUJ i 14
1puult7;.{"4dU Iiu~mt'"(~4 iiltffi ped: 0- f"4h iii iiIladnfi 'tIp.rw, {r411
I"u fIU'••fepoiNL rirtMfrmtt4 tid tncbic,own ill .Jrr~ 'J>tIIlfi"'Kr.b~ L.iI. fi ",,{_nc­
r_bp:.:i,14".mw iii~11i1.hJlt",,he J'ilItnp'wr~

,~.r,.jJn~,bt14 i,~iI. irUi int" /*JUi. 1. /ftf/Il
JljcJ~eipc,dx'I'rc,"'dJcbi..riI4i4/wt_i,O"u1ltil.ut~
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La nascita del malemalico

In modo abbastanza generico si potrebbe dire che i commenti del
Commandino, sopratlulto aUe proposizioni euclidee che riguardano Ie
If diffinitioni », sono piuttosto di carattere filoso{ico che matematico. Si
veda per esempio if commento di carattere quasi meta{isico che il Com­
mandino appone alIa celebre frase iniziale degli Elemenli che tratta del
punto. It Commandino riporta l'aUermazione di Prodo che si appoggia
a Parmenidell e che aUerma che i principi devono avere de{inizioni nega­
tive; e questa osservazione viene applicata of/a frase euclidea riguar­
dante if punto, del quale si dice soltanto che non ha parti.

Questi commenti dimostrano - come abbiamo detto e come vedremo
in seguito a proposito di Tartaglia - quale fosse if modo di concepire
la geometria che era adottato nel secolo XVI.

Vale la pena di ripetere che oggi simifi commenti non si fanno piti,
perche la matematica in generale e la geometria in particolare hanno
cessato di avere quel carattere quasi magico che ad esse veniva attri­
builo da una certa scienza e da una certa concezione de/fa cultura.

11 Parmcnide d'Elca, nato intorno al 539 a.C., port~ importanti e originali contri.
bUli aUa filosofia greca; per quanto riguarda gli altri malematici citali dal Com­
mandino ricordiamo che: Apollonio Pcrgeo, considerato i1 piu originale e profondo
dei matematici greci dopo Archimede, nacque verso il 262 a.C. a Perga; Campano
da Novara, matematico, astronomo, medico, visse nel XIII secolo.

ARCHIMEDE

Archimede di Siracusat ha un posto particofare nella storia della mate­
matica per Ie scoperte geniaN che egli fece, non solo nel campo della
scienza pura, ma anche nel campo della scienza applicata.

La testimonianza del contributo che egli diede alla difesa della sua
patria assediata dai Romani (con la invenzione degli specchi ustori,
mediante i quali incendiava, si dice, Ie navi nemiche) va posta jorse
piu ne/fa leggenda che nella storia, cosi come, probabilmente, it racconto
della sua marie (per mano di un soldato romano che nOIt riusci a
distogfierlo daUe sue meditazioni), e /'episodio della scoperta del prin­
cipio, ancora oggi chiamato «di Archimede », che riguarda la spinta
esercitata da un {luido su un corpo che vi e immerso, COlt if grido di
gioia« Ho trovato!» (<< Eureka ») con it quale manifesto la sua scoperta.

I Nato intorno al 287 a.C. a Siracusa, studi~ ad Alcssandria e si dedico a ricercbe
di malematica c ingegneria nella sua ciull. natale, dove morl ncl 212 a.C.
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Resto tuttavia if latto che egli dimostr3 una genialita unica nel
,iso/vere j problem; riguardanti la misura di aree di figure limitate do
/inee curve (cerchio e segmento di parabola) oppure 10 misura de;
volum; di solidi limilati do superficie curve (per esempio della sJera)
e i problemi che oj suo; tempi erana considerati di «alta ingegneria".
come quelli riguardanti {'equilibrio de; corpi pesanti e, come gia si e
delto. de; corp; immersi in un fluido.

Le pagine che seguono, 'rotte doll'Arenario. hanna un grande inte­
resse per fa storia della matematica. Ira I'allro perche riguardano un
problema che era partico/urmenle mal risoUo nella matematica greea:
queUo della rappresentaz;one de; numer; interi,

Si po/rebbe dire che f'insieme di convenzioni mediante Ie quali i
Creci rappresenlavano i numeri, can leI/ere del lora alfabeto aUe quali
apponevano diversi indici, poi con parole ecc" era molto scomoda; quello
che sora poi adottato dai Romani, per quanto un po' piu razionale,
sora certo ancora insuf/iciente per una utilizzazione intensiva.

Forse uno dei progressi Jondamentali che 10 civilizzazione occiden­
tale ha fatto nel Rinascimento e stato originato dolla acquisizione delle
convenzioni di rappresentazione dei numeri mediante Ie cifre arabe.
trasmesse agli Arabi dagli Indiani,

Qui si pub vedere come Archimede si cimenla con un problema
che aveva !atto indietreggiare i suoi predecessori ed i suoi contempo­
ranei: con/are i granelfi di sabbia che potrebbero rjempire I'universo,
allora concepjto come la sfera che sostiene Ie stelle fisse.

Nella dedica a Celone 1 traspore una certa venatura di orgogtio;
p€ns;amo che Archimede avesse tutti i diritti di essere orgoglioso, per­
che altri av€Vono rinunciato 0 risolvere if problema, cavandosela col
dire che it numero dei granelli di sabbia era infinito; il che era un
modo per dire C/,e non e determinabile.

Archimede invece onzitutto rappresenta, in modo particolormcnte scm­
pUce. alcuni numeri grandissimi c poi conta i gronelli di sabbia che
riempirebbero Ia sfera delle stelle fisse. appoggiandosi sulle cOlloscenze
che egli aveva a proposito del volume della sfera e su semplici can­
siderazioni di similitudine.

Volendo adottare una certa retorica. si potrebbe parlare qui di una
vittoria dello spirito umano; noi ci Iimitiomo ad osservare quale sia
l'apporto della matematica al progresso della conoscenza; laddove l'uomo
comune si dichiara vinto, di Ironte al problema prima di roppresentare
e poi di valutare dei numeri grandissimi che lanllo arretrare spaven­
tata l'immagimJzione. it matematico di genio aDronta i1 problema e 10
risolve.

I Gelone, figlio di Gerone II, che ru tiranno di Siracusa dal 270 al 216 I.e.
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La nascita del mattmatico

Prima di riportare Ie parole con Ie quali Archimede dedica la sua
opera a Gelone vorremmo fare due aItre osservazioni.

La prima riguarda l'importanza che il mezzo linguistico di espres·
sione delle idee ha sulla /ormazione delle idee stesse; abbiamo detto
in/atti che Archimede risclve due problemi e che j[ primo di €Ssi e quello
di rappresentare in modo aeeettabile dei numeri molto grandi; c'e da
pensare in/atti che UM delle ragioni che scoraggiarono colora che, prima
di lui, pensarono al problema del numero dei granelli di sabbia sia stoia
anclle la inesistellza di mezzi per esprimere questo rlllmero e per rap­
presenlar/o in modo abbastanza maneggiabite; pertanto WI primo risul·
tato straordinario di Archimede e proprio quello di aver trovato il mezzo
per rappresentare con simboli verbali dei numeri che superano rabi·
lUale capucita di immaginazione.

La seconda osservazione e che non ci si deve rupettare che Archi­
mede /ornisca if numero fino aile unita, cos! come si dice per esempio
che una citta ha 1.435.673 abitanti. Egli eben conscio delt'ordine di
approssimazione che accompagna Ie sue affermazioni e qllindi degli errori
inevitabili dai quali sana affetti i suoi calcoli; pertanlo egli si fimila
a dire che it numero ehe gli interessa non e sllperiore ad un certo
numero che egfi sa esprimere, 0 meglio sta tra due certi numeri.

A ben guardare eg/i dimostra uno spirito scientifico bell superiore
a quello che certi moderni mostrano di avere quando comunicano delle
ei/re ehe non hanno significato. 0 ehe ne hanno poco, perchC manca
ogni possibilita tecnica concrela di verificare la foro esattezza: pensiamo
per esempio a cerli dati statistici, 0 aIle ci/re di certi bilanci die espri­
mono dei numeri che i giornalisti chiamano «astronomici »; sarebbe
/orse pili onesto dire che un certo numero sta Ira altri due, che sono
dati con meno ei/re rna che hanno un significato pili reale. Si comuni·
cherebbe eos! UM idea pia chiara ed €$Otto di quella che viene chiao
mata di solito la «precisiolle matematiea »; questa non e 10 presun­
ziOlle di lion commettere errori, rna la coscienza di conoscere la por­
tata precisa dei propri errori e delle proprie incertezze e di preselltarli
onestamente, avendo piena eonsapevofezza delle possibifita della mente
umana, rna anche dei suoi limiti.

«Vi sona alcuni, a Gelane. i quali sostengono che iI nurnero
dei granelli di sabbia che esistono e infinito; e quando dico Of gra­
nelli di sabbia" intendo indicare non 501l8nto 1a sabbia che e nei
dintorni di Siracusa, e nel resto della Sicilia, rna anche tutta quell a
che si PUQ trovare in una qualunque regione, sin essa abitata
oppure disabitata.

~ Vi sono altri i quali, pur non pensando che it numero dei gra·
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nelli di sabbia sia infinito, pensano tultavia che non si possa rap­
presentare un numero grande a sufficienza per indicare il numero
di tutti i granetli di sabbia.

« E quindi e chiaro che questi uhimi pensano che non si possa
dare un nome al numero che rappresenti tutti i granelli di sabbia
che possono riempire un volume uguale a queJlo della Terra, e
inc1udendo anche i mari e Ie regioni depresse, supposle riempile di
sabbia fino ad un'altezza che sia pili grande di quella della pili aha
montagna.

« Ma io invece cerchero di mostrarti, per mezzo di dimostrazioni
malematiche che Tu potrai seguire, che i numed che io ho rappre­
sentato nella mia opera che ho invialo a Zeusippo,3 sono molto pili
grandi, non soltanto del numero dei granelJi di sabbia che potreb­
hero riempire la Terra, rna addirittura del nurnero dei granelli di
sabbia che potrebbero riempire tutto I'universo.

« Tu sai bene che it nome "universal) e SlalO utilizzalo dagli
astronomi per indicare la sfera che ha come centro il centro della
Terra e che ha come raggio la distanza dal centro della Terra al
centro del Sole.

« Questo e i1 significato che cornunemente gli astronomi attribui­
scono a1 termine "universo". Tuttavia Aristarco di Sam0 4 ha scrit­
10 un Iibro, nel quale egli sviluppa alcune ipolesi in base aile quali
I'universo risuha essere mohe volte pili grande di quanto noi abbia·
rna detto poco fa. Le sue ipolesi sono che Ie stelle fisse ed il Sole
siano immobili nella spazio e che la Terra giri attomo al Sole lunge
una circonferenza della quale il Sale e il centro, mentre la sfera
delle slelle fisse, Ia quale ha 10 stesso centro del Sale, e COS! grande
che iI rapporlo tra iI raggio della sfera delle stelle fisse e iI raggio
dell'orbita terreSlre ha valore uguale al rapporto Ira it centro della
sfera e la sua superficie. Ora si vede facilmenle che cio e impossi­
bile; perche, dato che il centro della sfera non ha dimensione al­
cuna, non epossibile pensare al rapporto Ira il centro e la superficie
della sfera. Pertanto dobbiamo pensare che Aristarco volesse dire
questo: poiche noi pensiamo che la Terra sia come it centro del-

3 Archimede si riferisce a un·opera. ricordata anche in sellullo, inlilolala I prin·
cipi, che non ci e pcrvenula. Zeusippo risulta nOlo solo per 10 corrispondenza eon
Archimedc.
4 ASlronomo llreco, vissuto inlorno al 270 a.C.. famoso per essere slato il primo
a SOSlenere che e la Terra a ruolare attomo al Sole, aulore di un breve tratlalO
suUe dimensioni e Ie distanze del Sole e deLIa Luna.
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La nascita del mllemalico

l'universo, il rapporto tra la Terra e cib che noi chiamiamo I'uni­
verso e uguale al rapporlo tra la sfera che contiene it cerchio che e
I'orbita della Terra (come egli suppone) e la sfera delle stelle fisse.
lnfatti egli sviluppa la sua dimostrazione confonnemente ad una
ipotesi di questo tipo, ed in partieolare egli mostra di accettare come
ipotesi che la grandezza deUa sfera nella quale egli suppone che la
Terra si muova sia uguale a quella che noi chiamiamo I""universo".

e Ora io dieo che, anche se si immaginasse una sfera grande
come quella che Aristarco suppone essere la sfera delle stelle fisse
e questa fosse piena di sabbia, dimostrero che tra i numeri che io
ho rappresentato nei Principi alcuni superano in grandezza iI nu­
mero dei granelli di sabbia che riempiono In sfera di cui si parlava,
purche si ammettano Ie seguenti ipotesi:

e 1. - La circonfercnza della Terra non e superiore ai 3 milioni
di stadi.s 't vero che qualcuno ha cercato di dimostrarc, come certa­
mente Tu sai, che la circonferenza della Terra vale circa 300 mila
stadi. Ma io vado piu in la, e ammetto che la circonfercnza della
Terra non sia piu lunga di 3 milioni di stadi.

4( 2. - 11 diametro della Terra epiu grande di queUo della Luna
e il diametro del Sole ~ piti grande di quello della Terra, In questa
ipotesi io adotto Ie vedute della maggioranza degli astronomi.6

« 3. - n diametro del Sole e circa 30 volte queUo della Luna e
non pill? E vera che, tra. gli antichi astronomi, Eudosso ha dichia­
rato che il diametro del Sole e circa 9 volte queUo della Luna e Fidia
mio padre ha detto che e 12 volte, mentre Aristarco ha cercato di
dimostrare che iI diametro del Sole e pili che t 8 volte e meno che
20 volte quello della Luna.

« Ma io vado piu avanti di Aristarco e per dimostrare Ie mie
proposizioni senza ombra di dubbio, io suppongo che it diamelro
del Sole sia non pill di 30 volte queUo della Luna.

e 4. - 11 diametro del Sole e maggiore del lato del chiliagono
[poligono regolare convesso di 1.000 lati] inscritto nel cerchio mas­
simo della sfera del1'universo. Ho fatto questa ipolesi perche Ari­
starco ha scoperto chc il Sole ha un diametro apparente che e circa

5 Nel sistema alessandrino 10 stadio corrispondeva a 184,85 m (in quello attico
a 187,60 m).
6 II diametro del Sole ~ circa 109 volle quello della Terra; quello dena Luna !;
circa 0,27827 volle quello deUa TerTI.
7 II diametro del Sole!; circa 400 volle quelJo della Luna.
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Archimede

1/720 del cerchio deUo Zodiaco, cd io, da parte mia, ho cercato
sperimentalmente di misurare I'angolo che ha it suo vertice neU'oc­
chio cd e sotteso dal Sole ».

In seguito Archimedc esponc il procedimento do lui seguito per misu­
rare it diametro apparcnte del Sole, e poi procede alla esposizione del
suo metodo per rappresentare i nurned malta grandi.

Partendo do; nom; tradizionali che venivano o11ora dati of nurneri, j
quali si sapeva/10 indicaTe fino a 10 mila (la miriode) J Archimede intro­
duce anzitutto 10 miriode di miriadi, doe il numera 100.000.000 = 1(1.

Questa numero gli serve come unita per indicare j numer; di un
«secondo ordine _, che vanna da 10' a /(1'; a sua volta questa numera
dil/enla l'unita de; numer; del .. terzo ardine., e casl via, fino a con·
c1udere quello che egli chiama if • primo periodo _, che comprende i
numeri da 1 {ino a 10 elevato ad un esponente che e 8· laa.

Per avere Ull'idea del Ilumero finale del primo periodo si osservi
che, se si volesse rappresentarfo mediante Ie ordinarie convenzioni che
noj utilizziamo per rappresentare i numeri, occorrerebbero 800.000.000
di clJre; ora, sullo base dei circa J.OOO caratteri che stanno nella pagina
che stiamo leggendo, occorrerebbero circa 270 volumi, ciascuno di mille
pagine come questa.

Archimede poi costruisce i/ secondo periodo, il terzo periodo e cos;
Ilia, fino 01 periodo 10.000.000. L'ultimo numero dell'ultimo periodo
richiederebbe 80.000 milioni di milioni di ciJre per essere rappresentato.

Egli po; uti/izzo Ie sue misure e Ie proprieta che conosce a propo­
sito dei 1I01um; della slera e dimostra che il numero de; granelli di
sabbia che riempirebbero 10 sJera dell'ulliverso e minore di mille unita
dell'ordine di flumeri del primo periodo, cioe minore di 10'1.

Ed inollre egli calcola che una sfera grande come la stera che Ari·
s/arca pensa essere la sfera delle stelle {isse sarebbe riempita da un
numero di graneffi di sabbia minore di 10 milioni di lIol/e I'unita del·
I'ottavo ordine di numeri del primo periodo, cioe minore di /CP.

Ripertiomo qui la canclusione:

« Capisco che queste cose, 0 GeJone, potranno apparire invero­
simili alia maggioranza, ci~ a coloro che non hanno studiato la
matematica; rna coloro i quali hanno una certa familiarita con que­
sta scienza ed hanno posta attenzione aUe distanze della Terra, del­
Ia Luna e del1'intero universa saranno convinti dalla dimostrazione.

« E percib ho pensato che questo argomenta non fosse indegna
della Tua considerazione ».
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Sarebbe molto dilficile dar conto qui di tUlli i problemi neUa cui
soluzio/le Arcllimede ha manifestato l'originalito delle sue concezioni e
la statura del suo genio. Ci IimitianJo pertanto a riportare la introdu­
zione al tratfato riguardan/e la quadratura del segmento di parabola.
In questo passo Archimede tra I'altro enuncia quella prot'osizione che
088i viene comunemente indicata come II: Postulato di Archimede .. e che
riguarda Ie grandezze.

E da notare inoftre che Archimede dichiara espficitamente ehe il
procedimento con il qUQle egli giunse a scoprire fa proprieto ehe gli
interessa e stato di caratlere meccanico, mentre la dimostrazione che
egli do della proprieto e di carat/ere geometrico. Abbiamo qui una occa·
sione interessall/issima per cereare di capire come la lan/asia, la infui­
zione meccanica, fa inventiva possano aiu/are il matematico nefta sea­
perta; la quale poi viene esposta con i metodi deUa logica rigorosa e
incccepibile.

Tra l'altro Arehimede in questa questione, come in aftre eire riguar­
dano la misura di super/icie nOn limitate da reUe e di solidi non limi­
tati da facce piane, ha dimostrato di essere un autentico precursore
dei procedimenti che si aUermarono can Newton e Lcibnitz e che SOIlO

fondamentali per il calcolo in/initesimale.

« Archimede a Dositeo I salute.
4( Quando ho saputo che Conone,9 che era mio amico, era morto,

rna che tu eri suo amico e quindi anche espeTto in geometria, mentre
da una parte ho sentito dolaTe peT la perdita di una persona che era
non soltanto mio amico ma anche un espeTto matematico, mi sono
proposto di far conoscere a te, COS! come avrei voluto far conoscere
a Conone, un certo lecrerna geometrico che non era stato dimostrato
prima e che ora io ho dimostrato, rna che e state scoperto da me
con i metodi della meccanica e che ora io presento can i metodi
della geometria.

« Qualcuno dei geometTi dei tempi andati ha cercato di dime­
strare che e possibile trovare una figura a contomo rettilineo la cui
area fosse uguale a quella di un cerchio dato 0 di un segmento di
cercruo dato; e, quando essi cercarono di detenninare I'area Iimi·
tata daUa sezione di un intero cono e da una retta,lO cercando di in-

I Dositeo di Colono, successore di Conont di Sarno a capo della scuola rnaternaliea
alessandrina.
9 Conone di Sarno. astronomo e gtOmclra greeo del terzo secolo a.C., succcssore
di Euclide a capo della scuola rnalernatica alessandrina.
10 II testo qui apparc poco cornprensibile.

46



Archimede

trodurre dei postulati che non apparivano evidenti a tutti, si rico­
nabbe da parte di molti che il problema non era Slato risolto. Ma
non so se qualcuno tea i miei preclecessori ha cereata di determinare
l'area compresa tea una reUa e la sezione di un cana retto, problema
del Quale ho leovato 18 soluzione.1l

« Infatti he dimostrato che un segmento 12 limitato da una retta
e da una sezione piana del cona eetto U equatteo terzi del triangolo
che ha 13 stessa base e 1a stessa ahezza del segmento.

« E per dimostrare questa proprietlt ho SUPPOSIO vero it seguente
postulato: che Ia ditTerenza tca la maggiore e Ia minore di due aree
non uguali tra lora, pub. aggiunta su se stessa, superare ogni area
assegnala.14

« I geometri antichi hanna gia utilizzato questa proposizione;
perche proprio appoggiandosi su questa hanno dimostrato che i cer­
chi stanno fra lora in ragione duplicata dei lora diametri,U che Ie
sfere stanno tra Joro nella ragione triplicata dei lora diametri 16 e
che ogni piramide e [di volume uguale a] un terzo del prisma che
ha la stessa base e la stessa ahezza della piramide; ed infine, intro­
ducendo un postulato analogo a queUo che io ho enunciato, essi
hanna dimostrato che it cano e [di volume uguale a] un teno del
cilindro che ha la stessa base e la stessa altezza.

«E. in conclusione, ognuno di questi teoremi e stato aceettato,
COS! come 10 sono stati quelli che sona stati dimostrati seoza il rio

II Per capire renunciato, si deve osservare ehe Archimede adotta qui la c1assifica·
:a:ione delle eurve se:a:ioni del cono con un piano (curve ehe sono anche oggi chia­
mate «sezioni coniche. 0 pill brevemenle e semplicemenle «coniche.) che e
un poco diversa do quells ehe oggi e adOllata. Infatti oggi noi eonsideriamo un
cono (per escmpio per fissare Ie idee possiamo pensare ad un cono di rota:a:ione)
e c1assifiehiamo Ie curve serioni piane del cono a seconda che il piano secante
lia parallelo a due, ad una sola 0 a nessuna delle relle generatrici del cono stesso;
Ii onengono cosl l'iperbole. la parabola e la ellisse. rispenivameote. Inveee nel·
I'anlichitll si assumcva iI piano secaole perpendicolare ad una delle generatriei del
cone, e Ie eurve sezioni venivano cJassificate a seconda dell'angolo di apertura
del conn Slesso nel suo vert ice. Oi conseguenu la sezione del cono avente come
angola di apertura un angolo rellO. faua bcnintcso con un piano perpcndicolare
ad una rella generatricc del cono, veniva ad essere una parabola.
12 Cioe una porzione di piano.
U Cioe da una parabola, secondo quanto abbiamo delto poco fa.
I. Questa proposizione viene oggi eomunemente chiamata «Postulato di Archi­
mede.. Essa e valida non soltanto per Ie aree, rna anche per Ie grandezze Ie
quail appartengono a vaslissimc classi, grandezze che oggi vengono chiarnate
«grandezze archimedee •.
U Cioe Ie superficie di due cerchi stanno tra loro come i quadrati dei raggi.
16 Cioe i volumi di due sferc stanno tra IOTO come i cubi dei raggi.
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corso a questo postulato.17 E poich6 il mio lavoro oggi pubblicato ha
superato Ie stesse prove, come Ie proposizioni che ho ricordato or
ora, ho scritto Ie dimostrazioni e te Ie invio, anzitutto COS! come sono
state trovate per mezzo di considerazioni di meccanica e poi come
sono state rigorosamente dimostrate mediante la geometria.

«Ho premesso inoltre alcune proposizioni che riguardano Ie
coniche e che sono utili per Ie dimostrazioni che vengono in seguito.
Salute :..

A proposito di questi discors; vogliamo ricordare. per concludere
il discorso su Archimede, la celebre « lettera a Eratostene 1I, II nota anche
come «Metodo» e ritrovala solamenle nel 1906, riportalJdone afcuni
passi.

« Archimede a Eratostene salute.
« ... Ma poiche, come ho giA detto, ti riconosco studioso e mae­

stro eceellente di filosofia che sa apprezzare, quando e il caso, Ie
ricerche matematiche. ho creduto bene esporti e dichiararti in que·
st'opera Ie particolarita di un melodo mediante iI quale ti sara pos·
sibile acquistare una certa perizia per trattare cose matematiche per
mezzo di considerazioni meccaniche.

« Sono persuaso del resto che questa metodo sara non meno
utile anehe per Ie dimostrazioni degli stessi teoremi.

« lnfatti a me alcune cose si manifestarona prima per via mee­
canica. e poi Ie dimostrai geomclrieamente, perehe la rieerea fatta
con questo metodo non comporta una vera dimostrazione.

« Pero e certamcntc piu facile, dopo aver COSt acquistato una
ceria cognizione delle questioni, trovarne la dimostrazione anziche
cercaria senza avere alcuna conoscenza preliminare.

« Per questa ragione, anche in quei teoremi, riguardanti iI cono
e la piramide, di cui Eudosso·' trovo per primo la dimostrazione,

.7 11 sen.so della proposizione ~ probabilmente che it poslulato appare evidenlc
cd ~ 51ato accettato da allri geometri, insiemc con Ie conseguenze che se ne trag­
gono. PertanlO i1 merilo di Archimede narebbe qui nel falto di aver espliclta­
mente riconosciuto che la proposizione suddetta era un postulato e quindi non
poteva essere dirnostrata. e che essa andava esplicitamente enunciata come una
proposizione necessaria per il segullo. rna non dirnOSlr8t8.
l' Eratoslene, della di Alemndri8. 0 anche di Cirene, sua dill nalale (c. 276­
c. 192 8.C.), scrisse di astronomi8, maternatie8 cd allro.
It Eudosso di Cnido (c. 400· c. 347 a.C.), matematico e astronomo greco.
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cioe che iI conc e la terza parte del cilindro e la piramide e la terza
parte del prisma, aventi la stessa base e altezza eguale, un merito
non piccolo dovrebbe attribuirsi a Democrito XI che per primo enun­
cio questc proprieta delle figure senza dimostrarle.

« In questa occasione ho deciso di esporre per iscritto it me.
toda perche sona persuaso che non poca utilits esso arrechera alia
matematica; peoso irifatli che alcuni dei presenti e dei posteri, me­
diante questa metoda, possano trovare aoche altri teoremi che a me
non sonG aneors venuti in mente...•.11

Xl Democrito di Abdcra (0 come soslengono aleunl, probabilmcntc a torto. di
Mileto), nato secondo alcuni verso il 470 a.C. e secondo altri pili tardi, uno dci
maggiori scicnziali c filawfi greci.
21 Per una traduzione in italiano del _ Metodo. rimandiamo a Jl _metoda,. di
Archimede e Ie oriSini del colcolo in/initesimole ne/l'anlichitd, di Enrico Rufini,
Milano, Feltrinelli, 1961. Segnaliamo inoltre I'cdizionc delle Opere di Archimede
a eura di Auilio Fujcsc, Torino. UTET, 1964.
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INTRODUZIONf

11 Rinascimento, che 11o portato ad un rislIeglio di pensiero e di
ricerca in ogni campo. ha inpuito ovviamente allc/IC sullo matematica,
dando initio ad una el101uzione che ha 8radualmente cambiato 10 {lsio­
nomia di questa sdenza.

Il primo passo di questo progresso, divenialo rapidissimo ne; seeal;
successivi, e stata jallo tiel secolo XVJ con 10 jondazionc di un ramo
londamentale per la matematica: queUo che dOl/eva essere chiamato
« Algebra ",I e ehe era slata preceduto daff'importantissimo avvenimcnto
dell'introduzione in ltafia e della diOusiolfC in tutto il mondo occiden­
tale delle convention; per roppresentare j Ilumeri interi, ehe g/i Arabi
avevano ITallo dogl; Indiani.

L'oltuale lamiliarita con questi strumenti e con j procedimenti che
ne derivano non delle portare a diseonoseere l'importanza della loro
ac;quisizione per 10 sviluppo tlon solo della matemotica e della seienzo
ma onche per tutta la vita associata.

Per quanto riguardo Ie convenzioni per rappresentare i numeri. intra­
dotte in Occidente doi mercanti toscani clle erano it, contatto con gli
Arabi per ragioni commercioli, si put} dire che if risvegUo del petlsiero
matematico in Occidente put} essere coffegato proprio all'introduzione
di queste convenzioni e osservare clle tutlo l'umani/(} civilizzata Ie ho
progressivomente adottote e che nOll vi e alcuna rogiolle per prevedere
jf 10TO abbandono; inollre, per 10 stretta vicinanza tra i Jenomeni della
ideazione e quelli della espressione del pensiero, tra Ie idee astralte e
i simboli di cui ci si serve per esprimerle, l'adozione delle dette COt,­
venzioni per roppresentare i tlumeri inted e do considerarsi come uno
dei moment; JondamentaJi del progresso scietltifico che ho avuto origine
nel Rinascimento.

I Ricordiamo che • algebra. deriva daU'arabo al-siabr, che vuol dire trasper/o;
nel tholo del Iratlato di AI-Khuwarizmi (deformalo dal 1raduttore in Algori/hmi,
dal qUllle ~ derivato alSari/me con l'abituale significato di procedimento regolafe
di cllicolo) compare anche al·mukabala che vuol dire riduzione dei termini simili.
11 trallato di AI·Khuwarizmi risale alia prima melll del secolo IX dell'era volgare
e Iratla queslioni di aritmelica commcrciale e Ie equazioni di primo e di secondo
grado.
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Vog/iamo osservare esplicitamente che I'importanza di questa ado­
ziolfe sta sopraltutto nella rispondenza delle convemioni aile esigenze
di calcofo e di ragionamen/o: si puo dire che ogni popolo ha trovato
modo di rappresentare i numeri in relazione aile sue esigenze e ha in
un ceria modo avulo fa senSQzione della in/inita deffa serie dei "umeri
na/uraU,! ma c'e una ceria diUerenza Ira f'arrangiarsi a rappresentare
i Ilumeri di Ironle a un probfema pratico e 10 risoluzione del problema
di rappresenlare i numeri in modo da poter eseguire comodamente Ie
operazioni.

Va quindi ricollosciuto," ovviamente can aspetti particolarmente inte­
ressonti per noi, il contributo dell'acquisizione delle cilre arabe allo svi­
luppo della matema/ica e speci/icamente, nel periotio che stiamo consi­
derando, alia londazione dell'algebra e alia costruzione del campo reale
e compfesso. del quafe vedremo i prodromi lIei lavor; di R. Bornbelli.

Per quanto riguarda l'importallza della jondazione deIf'algebra, si
puo osservare che essa puo a ragione de/inirsi grandissima per 10 svi·
luppo del pensiero maternatico, e che 10 sviluppo del pensiero matema­
tico ha significato allche 10 sviluppo del pellsiero scienti/ico in generale:
pertanto si puo dire che g/i studi sull'algebra del XV f secolo hanno
portato a un cambiamenlo nef modo di pensare e di procedere di tut/a
l'umanitil.

088i riconosciamo sellza diffico/tiz gfi sire/ii legami fra fo sviluppo
dell'algebra e il progresso del simbolismo matematico; appare quindi
particolarmente illteressonte considerare gIi slorzi per 10 conquista di
risul/ati afgebrici e del necessaria simbolismo.

Qui deve essere r;cordato il contributo porta/o dai rna/ema/iei ita­
liani (a; quali risul/a di ja/to in/eramen/e dedicato questo capitoloJ
call Ie jomrufe risolu/ive (feUe equation; di terzo e di quarto grado,

2 L'esplaratare amerieano Leonard Clark. nel suo libra 1 fiumi sccndevl2Ilo a
orienle (Milano, Garzanli, 1969) racconta un episodio che ~ abbastanu interessante
a proposito della simbolittarione dei numeri da parte dei popoli primilivi.
Egli raeeonta eiO ehe si ~ verificato quando un indigeno, ehe prima di aUora
non aveva contato piu di 20 e quindi si era servilo delle dita deUe mani e dei
piedi, si lrovb a dover rapprescnlare un numero superiore a queUo ehe egli aveva
eonosciuto fino ad allora.
• Net conlare 1a pescata, tra pesci grossi e pesci piccoli, Tom~s arrivb, tutto
concentrato, sino a1 decimo dito delle mani. poi continuo con Ie dila dei piedi,
e cosi, miracolosamente. tocco • venti It. Ora questo e il numero massimo
sino al quale sanno contare gli indios, e io ero curiosa di vedere come sarebbe
finito. Mo Tomas ero un uomo di risorse. Si fennb, facendomi un sorrisonej
poi, con un dito unto e bisunto traccio un gran segno sulla parete e...
ricomincio daccapo. Quando ebbe finito, suI muro si vedevano quatlro segni,
rna crescevano Ire dita... It.
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che costituiscono i progress; pill importanti della matematica dopa secoli
di silenzio e di stasi.

Oggi Sllppiamo che queste formule POSSOtlO essere considerate addi­
riltura come una specie di colonne d'£rcole della tcoria delle equationi,
grazie a un risultato che doveva essere conquistato solo lIel secofo XIX.
COil 10 dimas/ratione del teorcmD ehe viene ta/volta indicato COil i 1Iomi
di Ruffini e di Abel/ il quate assicura che Ie rodid di una equQziotlc
algebrica di grada superiore of quarto non possono essere espresse in
generate come /Unzion; de; coefficient; mediante radicali.

Tro i tonti documenti defl'epoca che sf patrebbero presentare, ab­
biamo seellO alcun; Autor; che ,itetriamo particolarmente significativi
de; Jau; storid. anehe se non rappresentano tulta la matematica del­
J'epoca considerata: Leonardo Pisano, NiccolO Tartaglia, Gerolamo Car­
dano, Rafael Bombelli.

lnoltre abbiamo riportato anche qualclle passo dei Cartelli di mate­
matica disfida, che costituiscono un episodio molto interessante anclle
se non unico della storia della scienza; episodio clle rif/ette nOli soltal/to
il cfima di fioritura improvvisa di Iluovi metodi e di scoperte signifi­
cative, rna anclle per certi aspetti la strultura della sodeta del tempo,
in particolare per quanto riguarda il posto che 10 scienza e g/i scien­
ziati avevano in essa.

Questo clima era tale che i maestri degli studi ritenevallo opportuno
s/idars; a concorsi pubblici, sfoderando formule e metodi che erano
considerati come una specie di ricette magiche e tenuti accuratamente
segreli. per conquistare lama e pres/igio.

In questo ordine di idee e secondo questo aspetto. l'algebra con­
serva in questa epoca il carat/ere di 1m procedimellto per la risoluzione
di problemi lIlis/erioso e quasi superiore aile lorze umalle, COil aspetli
di magia, grazie anclle alla jjgura e agli atteggiamellt; di a/culli dei
contendenti.

Qui viene naturale ricordare G. Carda/lo, di cui par/eremo, che riu­
niva in 51 i caratleri dello scienziato, con idee sorprendelllemenJe rna­
derne per il suo tempo, e del mago 0 stregone, con Ie relative pose
tipiche.

Nell'importanza che veniva data alla capacila di risoillere problemi,
non necessariamenJe appartenenti alla classe di quelli che siamo abi­
tuat; a cOllSiderare come problemi matema/ici. possiamo scorgere un

3 Paolo Ruffini (1765-1822), italiano, medico e matemalico; pubblico la tratla­
:r.ione che qui interessa in varic memorie Ira il 1799 e iI 1806. Niels Henrik Abel
(1802-1827), norvcgese, pubblicO il risultato che qui interessa ncl 1824. Ricordiamo
che il creatore della tcoria generale delle equa:tioni e il francese Evariste Galois
(1811-1832).
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modo di vedere la matematica come processo di ra'1ionali'1'1a'1ione e di
lormali'1'1a'1ione applicato a questioni di tipi molto vari.·

In cill possiamo ricolloscere un segno di quei caratteri di attualita,
nei riguardi del tempo in cui viene coWvata, clre la maternatica ha, come
si e accennato, prima di essere sistemata in scien'1a astratta e distaccata
daUa storio e daUe sue vicende.

t Rilroveremo questo aneggiamento anche in seguito, e in particolare in Eulero.

LEONARDO PISANO

lJ nome di Leonardo Pisalld Ira un posto importantissimo nella sto­
ria della matemalica e si potrebbe dire anche di tulia la civili'1'1a'1ione
occidentale; a lui inlalli viene allribuito il merito di aver diDuso Ie
conven'1ioni indiane per la rappresentazione dei numeri, conven'1ioni che
oggi sono adottate da tutlo if rnondo civile.

Si pull dire che questo lu il primo passo verso la lungo strada che
conduce 0110 seienza modernamente intesa; abbiamo gia detto par/ando
di Archimede e nella introdu'1ione a questa capitola che la seelta di
simboli opportuni e comodi per rappresentare Ie idee e spessa una con­
di'1iolfe IOtldamentale per la lortuna delle idee stesse.

Le cOtlven'1ioni oggi adol/ate per rappresentare i numeri sana molto
pi'; comode di quelle che erano state adottate dai Romani e ehe erano
in uso aI/'epoca ill clli Leonardo Pisano scriveva; particolarmente coo
moda e la possibilita di dare delle regole semplici per Ie opera'1ioni,
valide anche per numed molto grandi e in certo modo, per cos! dire.
meceoniche ed automatiche.

Gli insegnamenti che Leonardo Pisano da oi suoi contemporanei seno
contenuti nel celebre Liber abaci, di cui diamo qui di seguito la tra­
du'1ione di alcuni brani.

£:. interessante osservare che cill ehe Leonardo espolfe coslituisce per
i giovani di oggi un insieme di conoscenze che viene acquisito durante
fa scuola elementare; tuttavia all'epoca di Leonardo queste no'1ioni costi·
luivano la Irontiera piu avan'1ata della scien'1a.

I N:lIo intorno al 1170 e morlo nel 1230, ~ nOlO Bnche come Leonardo di Pisa
e Leonardo Fibonacci (figlio di Bonifacio); della sua vila si sa poco, allraverso
os.scrva:z;ioni c8!iuali inserite nei suoi lavori, iI pill nOlO dei quali ~ iI Liber aboci,
redalto in due versioni nel 1202 e nel 1228.
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« Incomincia illibro dell'abaco, composto da Leonardo figlio di
Bonifacio Pisano nell'anno 1202 ».

Leonardo Pisano incomillcia dedicando il SilO libro a Michele Scotti,
suo maestro, e nllrrando come gli avvenne di entrare in contatto call
Ie convenzioni di rappresentazione dei numeri che erano usate dog/;
Indiani, perche dovette aiutare suo padre, che era lunz;onario delle do­
gane pisane; come apprezzlJ la comoditi'i e 10 razionalita di queste can­
venzioni, e come perlezionlJ 10 conoscenza di questa scrittura dei numeri
in occasiorze dei viagg; che Ieee. £gli dichiara anclle di avere perlezio­
nato queste sue COflO$CenZe sui numeri studiando l'opera dl Euclide.

Interessante appare il passo seguente del /C prologo» del libra, ill
cui sl parla dell'esercizio che deve essere praticato da tulti quelfi che
vogliono apprendere l'arte dei numeri, in modo che la manovra e f'ap.
plicQziolle delle cilre divellti in certo modo automatica:

« ... Pertanto coloro i quali vogliono acquisire bene la pratica
di questa scienza, debbono continuamente applicarsi al1'esercizio di
essa con pratica diutuma. Infatti, quando la scienza, con la pratica,
e diventata un "habitus", la memoria e j'intelligenza si accordano
in modo tale can Ie mani e Ie cifre, che arrivano al risultato insieme,
quasi con un medesimo impulso spontaneo e naturale; e quando 10
studioso avra presa l'abitudine, allera gli sara facile arrivare gra­
dualmente alia perfezione :It.

Leonardo presenta poi il piano della sua opera e introduce nel primo
capitola Ie convem:ioni londamen/ali.

Incomincia il primo capitolo

Le nove cifre utilizzate dagli indiani sana queste: 9,8,7,6,5,
4,3,2,1.

Con queste nove cifre e can questa altro segno fC O:lt che in
arabo si chiama oK zero :It 2 si scrive qualunque numero, come si mt;
strera tra poco. Infatti il numero e una collezione di unita, che pub
accrescersi in modo infinitamente crescente, secondo una gerarchia
di gradi. II primo di questi gradi consta di unita, che vanno dall'uno
al dieci. II secondo c costituito dalle decine, che vanno dal died
fino al cento. 11 terzo e costituito dalle centinaia, che vanno dal

2 La parola lalina ulilizzata da Leonardo ~ «zephyrom •.
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cenlo fino al mille. It quarto e cosliluito dalle migliaia, che vanno
da mille a diecimila; e COSt si procede indcfinitamente con la gerar­
chia dei gradi, ciascuno dei quali consta (di numeri) che sono dieci
volte piu grandi di quelli del grado precedente.

Nella rappresenlazione dei numeri il primo grado incomincia da
destra; it secondo segue it primo verso sinistra; it terzo segue it
secondo. II quarto segue it terzo e COS! via sempre verso sinistra
ogni grado segue quello che 10 precede.

Dunque una cifra che sla nel primo grado rappresenta se stessa;
per esempio se nel primo grado c'e la cifra « I », questa rappresenta
il numero uno; se c'e la cifra « 2 » questa rappresenta it numero
due, e COSt via per Ie cifre che seguono, 6no al numero nove.

Invece Ie nove dfre che vengono messe nel secondo grado rap­
presentano tante decine quante sarebbero le unita che rappresente­
rebbero nel primo grado.

COS! la cifra « I » messa al secondo grado rappresenta il dieci;
la cifra « 2 It rappresenta il venti; Ia « 3 It rappresenta it trenta e
COS! via; la « 9 » rapprescnla it novanta.

Una cifra che emessa nel terzo grade rappresenta tanle cenrinaia
quante sono Ie decine che rappresenterebbe se (osse nel secondo
grado 0 Ie unita che rappresenterebbe se fesse nel primo.

Leonardo procede cosi presentando Ie convenzioni di scrittura e poi
quelle di lettura dei nume,;; infi/Je egli detta delle regole per rappre­
sentare j numer; servendosi delle dita delle mani.

In seguito egfi presenta le tavole della addizione e della mol/ipfi·
cazione dei numeri; e interessante osservare ehe egfi diJ soltanto 10 meta
delle tavole, e che fa cio sfruttando Ie proprieta commutative delle
operazioni.

Cos; dopa aver presentato Ie somme del J con tutli gfi aftri numeri
(minori di 10) ed aver travato clle si Jla

3 + 5 = 8.
quando presenta la tabella ehe riguarda il numero 5 non si eura pili
di dare if risultato delta somma del 5 col 3.

Leonardo presenta poi Ie regole per Ie operazioni adtmetiche. dando
Ie prescrizioni per «mettere in colonna» e per tenere a memoria i
riporti cl1e sono ana/oghe (in gran parte) a queUe che alleora aggi
insegniamo neUe nostre scuole elementari, e sulle quali non ci pare
quindi necessario soOermarei.
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GEROLAMO CARDANO

Gerolamo Cardanol fu un personaggio interessantissimo del secolo XVI.
Medico, astrofogo, fifosofo (nef senso in cui questa termine era assunto
nelf'epoca), egli ha if suo posta nella storia della matematica come
colui che lIa dalo fa formula per la riso/uzione della equuzione di leao
grado;2 tale formula in mollissimi testi viene ancora oggi chiamata " for·
mula di Cardano _. Tuttavia la questicne storica e abbastanza intricata
e non e facile dirimerla: pare che una formula per 10 soluzione di un
caso della equazione cubica sia stata scoperta da Scipione del Ferro,
matematico bolognese, verso I'a/lno 1515.

La cOlloscellza di questa formula pervenlle poi agli scolari di del
Ferro, U/fO dei qua/i, AnlOnio Maria Fiore, sfidll /tef 1535 NiccoM Tar­
taglia ad una pubblica cOlltesa, nella quale egli si proponeva di sfrut­
tare la formula di del Ferro per sconfiggere Tartaglia. Tuttavia que­
st'ultimo, essendo a conoscenza del fatto che il problema poteva essere
risolto, arrivlJ a determinare per conto suo la formula risolutiva prima
della contesa pubblica. Pare che Tartaglia abbia comunicato la sua sea­
perta 01 Cardano, ma impegnando coslui al segreto; invece, secondo
la versione di Tartaglia, Cardano pubblicb fa formula.

Cill dette luogo ad una polemica tra i due, che coinvalse anche Ludo­
vico Ferrari/ scolaro di Cardano; tra faltro la polemica dette luogo
anche ai Cartelli di matematica disfida di cui diremo in seguito.

Per dare un'idea della stato della scienza a quel tempo, diremo che
non esisteva alleora una cOllvellzio/te comoda, razionafe, universafmenle
accettata, per i sinrboli dell'afgebra; di conseguellza Ie formule dove­
vano essere esposte con parole (come vedremo in seguito a proposito
di Tartaglia) ed i calcoli dovevano e5Sere descrilti a parole 0 can lun­
ghe circonlocuzioni.

rra I'altro la manovra dei numer; negativi non era universalmente
accettata e quindi invece di dare Is (unica) formula per la equazione

I Nato a Pavia nel 1501, ebbe vita travagliala ed avvenlurosa; fu Jetlore di
geomelria, arirmelica e astronomia press<> Ie ScuoJe Palatine di Milano daJ 1534
e insegnb medicina a Pavia dal IS4J; passb a Bologna nel 1562 e morl aRoma
nel 1576.
2 Ricordiamo ehe gil i Greci sapevano ri50lvere !'equazione di II grado, con
operazioni geometriehe, e ehe alcune equazioni di 111 grado furono da essi rieon­
done a operazioni geometriehe, Ie quali lultavia non J>OS50no dare la risoluzione
deU'equazione generale.
I Nato a Bologna nel 1522, prese il POSIO di Cardano a Milano, poi passO a Man·
lova e all'Universill di Bologna; mori nel 1565. £: nOlO soprattutto per la sua risolu­
zione dcU'equazione biquadralica.
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di terzo grado, venivano date varie formule, ognuna delle quali si rife­
riva ad un caso di equazione; per esempio si distingueva la regola per
risolvere la equazione cubica nel caso • cubo pili rose eguale a nil­
mero _, cioe nel caso in cui la equazione stessa si potrebbe serivere
nella forma seguenre

xl + ax = N (a, N positivi)
dall'aUro caso • cubo eguale a cose pili numero », clle si potrebbe scri·
vere nella forma

xl = ax + N (a, N posilivi)
Dopo queste premesse, presentiamo alcuni pass; del traltato, seritto

in latino, che Cardano intitola Arcis magnae, sive de regulis algebraicis,
Iiber unus e che e atlche noto come La grande arle. Cominciamo can
la versione di Cardano della scoperta deffa formula risolutiva della equa­
zione cubica, che e riportata nel primo capitolo.

Nei nostri giomi Scipione del Ferro di Bologna ha risolto it caso
di « euho e cose eguale a numero » 4 con una impresa malta elegante
ed ammirevole.

Poiche quest'arte sorpassa ogni eapacial e sottigliezza di mente
umana ed ~ invece un autentico dono del cielo e una prova delle
possibilita della menle umana, chiunque riesce in questa impresa
credera che non vi ~ nulla che egli non possa comprendere.

In concorrenza con del Ferro, it mio amico Niecolo Tartaglia di
Brescia, mal tollerando di essere superato, risolse 10 stesso easo, in
oecasione di una dispula ehe egli ebbe eon Antonio Maria Fiore,
scolaro di del Ferro, e. mosso dalle mie molte sollecitazioni, mi
eomunieo it procedimento.

Poiche io ero st8tO Cuorviato dalle parole di Luea Paeioti,5 il
quale aveva afJennato ehe non si poteva trovare una Connula pili
generale di quella seoperta da lui,' nonostante Ie molte e grandi sea-

.. Ci~ !'cquazione che pub csscre dala nelll fonnl
r + ax = N (a, N positivi).

5 LuCi Plcioli, 0 PlICiolo (I445·H09), itllilno, frlle, dilJuse, dopo due secoli e
mezzo, l'operl di Leonlrdo Pisano e 11 SUI Summa di Aritmetica, Geometria,
Proportioni et Proportionalitd, stampala in Venezia nel 1494, pub essere considerata
i1 punto di partenza di Cardano e degli allri algebrini italiani del 1500.
, Si Iralla fone delle cquazioni del tipo

r + br =ax c r + ax =br (a, b positivi),
chc LuCi Pacioli avcVl IfTennalo csscre «impossibili •.
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perte che, come e nota, avevo gia fatto, avevo perso la speranza di
andare pili avanti.

Ma poi, dopa aver ricevuto la soluzione di Tartaglia, e mentre
stavo cercando la dimostrazione di questa, arrivai a capire che c'era­
no molte altre cose da scoprire.

Proseguendo in questo pensiero e con speranza sempre crescen­
te, ho scoperto anche Ie formule riguardanti gli altri casi, in parte
da solo e in parte con 1'aiuto di Ludovico Ferrari, gia mio scolaro.

O'ora innanzi Ie cose che comunichero saranno date can iI
nome dei loro scopritori; queUe che saranno comunicate senza
nome, sono mie scoperte.

Le dimostrazioni. salvo queUe tre di Maometto 1 e Ie due di
Ludovico, Ie altre sono tutte mie. Ciascuna e presentata in modo
indipendente e munita di un esempio pratice.

Renche si passa aggiungere una lunga serle di regole a queUe
qui esposte. Doi qui concludiamo il nostra discorso con la equazione
cubica, toccando soitanto in modo episodico Ie altre. Poiche una
.c positio» (prima potenza) PUQ essere rappresentata da una lun­
ghezza, un quadrato PUQ essere rappresentato da una superficie. un
cuba puc essere rappresentato da un volume, sarebbe rollia cercare
di andare oltre, La natura non 10 permette.'

Dopa q/.l(llche riga Cardano prosegue:

Occorre ora ricordare che esistono delle patenze (di esponente)
pari e patenze (di esponente) dispari. II quadrato, iI quadrato del
quadrato, il cubo del quadrato e cosi via procedendo sono pari,
mentre la prima potenza,' il cuba, Is quinta e la settima potenza Ie
chjamiamo dispari. Inoltre il 9 si PUQ ottenere tanto da 3 che da
-3. poiche meno per meno da pili. Ma nel caso delle patenze di­
spari ciascuna conserva la sua natura: non e un numero positivo

1 Si tratta di Maometlo, 6glio di M~ l'Arabe, morto oell'anno 840, uno degli
algebri.S1i arabi.
• Si pub constatare ancora una volta la innuenu della rappresentnione dei numeri
mediante immagini geometriche, rappresentaz.ione che trae la sua origine dalla
matematica greca.
Ovviamente con queste convenzioni risuha impossibile rappresentare geometries­
menle una potenza superiore al cubo; questa difficoltll ha avulO la sua importanu
nello sviluppo dell'algebra.
, «La cosa _, dice Cardano.
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a meno che non derivi da un vero numero, ed un cuba che ha un
vaIore negativo, ovvero cib che chiamiamo un debito, non pub
essere ottenuto da un vero numero,IO

Diamo ora fa regofa espressa verbaimente da Cardano per risclvere
un caso della equazione cubica. doe quefla che nella nomenclatura del
tempo veniva chiamafa • cubo eguale a cose piu numero,. e che pu3
essere scrifla nella forma

xl = ax + N (a, N positivi).
La regola si trova nel cap. XII della Grande arte.

Regola I. La regola e questa: se it cuho di un terzo del coeffi·
ciente della 41 cosa »11 non e piu grande del quadrato della meta
del « numero »,12 si sottragga it primo dal secondo, si aggiunga la
radice quadrata della differenza ottenuta alia meta del « numero »
e di nuovo si sottragga la stessa radice dalla stessa meta, e si avra
un « binomio It ed una «apotome It; U la somma delle radici cubiche
di questi due da Is soluzione.

Per usare Ie formule odierne, si ha che, se e

(+)'" (+)'
si hanno il • binomio '"

-!i- +
2

e fa «apotome»

H'-)' (-f-)'

N
2 -J(+)'-(-f-)'

If Si lrae da qucste espressioni che aU·epoca di Cardano si conoscevano atcune
regale fondamentali dell'algebra dei numeri relativi, come quella che vuole che il
prodolto di due numeri negativi sia un numero positivo; tuttavia si aveva ancora
qualche incertezza nella interpretazione del significato dei numeri negativi, tanto
che i numeri positivi venivano chiamati Ilumeri veri, mentre un numero negativo
veniva interpretato come un debilo.
II L'incognita.
lJ II termine nOlo.
IJ Con vocabolo derivato dal greco, vale a dire la dilTerenza.
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e la soluzione

'IL +, 2

Secondo fa sua promessa, Cardano dii un esempio Ilumerico della sua
regola, che scriviamo con Ie notazioni moderne.

Per esempio, sia da risolvere la equazioDe

x'=6x+40

Si Caccia il cuho di 2, che e il terzo del coefficieDte di x, e si
ottiene cos( 8; si sottragga questa da 400, che e il quadrato del 20
che e la meta del « numero », e si ottiene 392; la radice quadrata
di questa assommata a 20 da (i1 « binomio »)

20 + V392

e sottratta da 20 da (la « apotome »)

20 - V392,

e la somma delle radici cubiche di questi

• 20 + v'392 + ~ 20 - v'392
e it valore di x.

Cardano prosegue nell'esporre aftre regole per altri casi di equazioni;
estremamente interessante ~ l'insieme di accorgimenti che egli adotta
per traslormare Ie equazioni e quindi per utilizzare Ie regole che egli
ha giii stabilito per la loro applicazione ad aUri casi, che a prima vista
si presenterebbero come nuovi.

F. anche interessante osservare che, nonostante Ie incertezze di cui
abbiamo parlato a proposito dei numeri negatilli, egli lavora spesso CO'I

tali numeri, e addirittura si spinge fino a lal/orare con i numeri che noi
oggi chiamiamo «immaginari... e che egli presenta come radic; qua­
drate di numeri negativi.

Soltanto Rafael Bombelfi giungerd a traftare in modo rigoroso e gene­
rale questi nUOlli enti, rna e interessante osservare dal vivo come que­
sfe scoperfe nascano. II passo che segue, che scriviamo can Ie notazioni
moderne, e tratto dal capitola XXXVII della Grande arte.
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PROBLEMA

La dote della moglie di Francesco e di 100 aurei maggiore del
patrimonio di Francesco cd i1 quadrato della dote e di 400 superiore
al quadrato del patrimonio stesso. Trovate la dote e iI patrimonio.

Supponiamo che Francesco abbia -x; quindi la dote della mo­
glie vale 100 - x. Si faceia i1 quadrato delle parti, ouenendo cosi r
e 10.000 + r - 200 x. La differenza tra queste edi 400 aurei.

Cardano ~ quindi condotto dal problema a risolvere la equazione
algebrica che, can Ie notazioni odierne, potrebbe essere scritla nella forma

r + 400 + 200 x = 10.000 + r
Egli cosi trova che Francesco ha -48, cio~ ha utI debito di 48

aurei nei riguardi della mogUe.
Dopo questa interpretazione delle radici negative di una equazione.

interpretazione che ha quindi una validitii legata al problema concreto,
Cardano si cimenta anche can i problemi che coinvolgono numeri imma·
ginari; sempre nello stesso capitola della Grande arte si ha:

Regola II. La seconda specie di ipotesi di negative ceinvolge la
radice quadrata di un numero negative. Ne daro un esempio: sup­
poniamo che si dica: si divida il 10 in due parti tali che i1 lora
prodotto e 30 oppu.re 40; e chiaro che la cosa e impossibile. Non·
dimeno faremo cosi: dividiamo it lOin due patti uguali, facendo
ciascuna uguale a 5. Facciamone il quadrato, it che fa 25. Sottraiamo
i1 40 dal 25 COS! ottenuto, come ho mostrato nel capitolo sulle ope­
razioni del sesto libro. lasciando un resto di -15, la radice qua­
drata del quale, aggiunta a1 5 0 sottratta dal 5, da Ie due parti i1
prodotto delle quali e 40. Queste saranno:

5 + Y~'15" e 5 - "'---'-15".
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NICCOLO TARTAGLIA

NiccoJO Tartaglia (1499-1557), bresciano, Iu UIIO de; pili important;
matemotid del secolo XVI: ricarda/a anche PeT aver dato 10 prima lra­
duzione delI'opera di Euclide in una lingua occidentale l1ivente, eg/i
apportlJ de; contributi di eslrema importanza all'algebra, alia mecca­
"jco razionale, ed alIa matematica pura ed applicata, cosi do poter essere
considerato una delle figure piu importanti della scienza del suo tempo.

Prima di esparre questi con/ributi, vogliamo soffermorci un p(){;O
sullo figura umana di NiccoM Tartaglia, perche riteniamo che /0 CQnQ­

scenza di questa sia utile per capiTe it suo modo di procedere nell'atli­
vita scienti(ica.

A/eun; particolari della sua biografia (lutto sommato non trappe im­
portanti) non sono certi, come per esempio fanno della sua nascita l

e if jatto che avesse oppure nOn avesse un cognome;1 ma e certo che
egfi nasceva do una jamiglia povcrissima, che era di bassa statura COme
if padre Michele, che j traumi e Ie dilJieoltii delf'injanzia gli diedero
un carattere Iitigioso. A questo proposito voglianro ricordare che Rajael
Bombelli nella prejaz;one alia sua Algebra scrive di Tartaglia:

« ... come queUo il quaJe di sua natura era cosi assuefatto a dir
male, che all'hora egli pensava di haver data honorato saggio di se,
quando che di a1cuno havesse sparlato... ».

Tartaglia stesso ha raceontato, in una lingua non dotta rna vivissima,
10 propria injanzia povera e I'episodio della violenza da lui subita, che
gli procuro if di/etto di pronuncio do cui gli derivo it sopronnome
che divenne un nome celebre nella storia della scienza. 11 roceonto sta
in una pagina autobiografica del libro VI dei Quesiti et inventioni di­
verse;! in questa pagina egli risponde aUe domande di Gabriele Tadino,
CalJafiere di Rodi e Priore di Barletta (che nell'opera e indicato con
«P., mentre 10 stesso Tartaglia e indicato can «N .).

I L'abiluale indicazione del 1499 per suo anno di nascita ~ basata su uno $Iato
di famiglia che, in dala 1529, attribuisce a Tartaglia l'ets di 30 anni.
1 Secondo alcuni aveva il cognome Fontana: inratti nel suo testamento (del 1557)
nomina il fratello Zampiero di cognome Fontana.
! Nella maggior parte dei easi i quesiti $Ono esposti in rorma di dialogo, in cui
Tartaglia risponde a interlocutori che possono variare da dialogo a dialogo. L 'opera
~ del 1546.
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P. [ ... ] Ditemi anchora, come se chiamava vostro padre. N. Mio
padre hebbe nome Michele. Et perche la natura non gli Cu manco
avara in dare a sua persona grandezza conveniente, di queUo che Cu
la fortuna in farlo partedpe di suoi beni, fu chiamato Micheletto.
P. Certamente se la natura fu alquanto avara, in dare alia persona
di vostro padre grandezza conveniente, neanche con voi e stata mol·
to liberale. N. 10 me ne allegro, perche I'esser di persona cosi pic­
colo, mi fa testimonianza che verarnente fui suo tiglio, perche anchor
che il non mi lasciasse al mondo, a me can un'altro mio fratello, e
due soreHe, quasi salvo, che l'esser per buona memoria de lui, mi
basta haver sentito a dire da molti che il conosceva e praticava, che
egliera huomo da bene, della qual cosa molto piu me ne contento.
e allegro di queUo havena fauo se mi havesse lasciato dimolta fa·
colta con un tristo nome. P. Che essercitio faceva vostro padre.
N. Mio padre teneva un cavallo, e con queHo correva alIa posta ad
istantia di Cavallari da Bressa,4 doe portando leuere della IIlustris·
sima Signoria, da Bressa, a Bergamo, a erema, a Verona, e altri
luochi simili. P. Di che casata se chiamava. N. Per Dio che io non
so, ne me aricordo de altra sua casata, ne cognome, salvo che sempre
il sentei da piccolino chiamar simplicemente Micheletto Cavallaro,
potria esser che havesse havuto qua1che altra casala, over cognome.
rna non che io sappia, la causa e, che it delto mio padre mi morse 5

essendo io di eta de anni sci, nel circa, e cosi restai io, e un'altro
mio fratello (poco maggior di me) e una mia serena (menora di me)
insieme con nostra madre vedova, e liquida di beni della fortuna,
con la quale, non poco dapoi fussemo dalla fortuna conquassati, che
a volerlo raccontar Caria cesa longa, la qual cosa mi dete da pensar
in altro che de inquerire di che casata se chiamasse mio padre.
P. Non sapendo di che casata si chiamasse vostro padre, perche ve
chiamati cosi Nicolo Tartaglia. N. 10 ve diro, quando che Ii Fran­
cesi saccheggiorno Bressa, nel qual sacco fu preso la bona memoria
del Magnifico messer Andrea Gritti (8 quel tempo Proveditore) e fu
menato in Franza, oltra che De fu svalisata la casa (anchor che poco
vi fusse) rna piu, che essendo io fuggito nel domo di Bressa insieme
con mia madre, e mia sorella, e molti altri huomini, e donne della
nostra contrata, credendone in tal Iucco esser salvi aimeD della per·

Brescia.
5 Mori.
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sana, rna lal pensier ne aodo falito, perche in tal chiesa, alia pre­
scotia di min madre mi fur date cinque ferite morlale, cioe Ire su
la tesla (che in cadauna 13 panna del cervello si vedeva) 6 e due su
la fazu,' che se Ia barba non me Ie occultasse, io pareria un mastro,
(ra Ie quale una ve ne haveva traverso la bocca, e denti, 1a qual
della massela, e palata superiore me oe fece due patti, e el mede­
sima della inferiore: per la qual rerita. non solamente io non polcva
parlare (salvo che in gorga,' come Canno Ie gazzole) rna non che
polcva manzare. perche io non pOleva movere 1a bocea, nelle massele
in conto alcuna,' per esseT queUe (come detto) insieme con Ii denti
tutte fracassate, talmente, che bisognava cibarme solamente con cibi
liquidi, e con grande industria. Ma piu forte che a mia madre. per
non haver casi iI modo da camprar Ii unguenti (non che da tuar
medico) fu astretta a medicarme sempre di sua propria mana, e non
can unguenti, rna solamente can e1 tenermi nettale Ie ferite spessa,
e talse tal essempia dalli cani, che quando quelli si trovano feriti si
sanano solamente con el tenersi netta la ferita can la lingua. Can la
qual cautella, in termine di pochi mesi me ridusse a bon porto, hor
per tornare al nastro praposita, essenda ia quasi guarrita di tale, et
tai ferile, sletti un tempo, che ia non poteva ben proferire parole,
rna sernpre balbutava to nel parlare, per causa di quella ferita a Ira­
verso della bocca, e denli (non anchor ben consolidata) per il che
Ii putti II della mia ela con chi conversava, me imposera per sopra
nome Tartaglia. Et perche tal cognome me duro molto tempo, per
bona memoria di tal mia disgratia, me apparso de volermi chiamare
Nicolo Tartaglia. P. Di che eta erate U voi a quel tempo. N. De
anni 12 vel circa. P. Certamente la fu casa molta crudela ~ ferire un
putta di quella eta, avisandovi, che mi meravigliava di tal vostro
stranio cogname, perche a me mi pareva di non haver mai aldulo U

ne sentito a nominar una tal casaia in Bressa. N. La coss sia pre­
cisamente, come ho narrato a vostra Reverentia. P. Che 14 fu vosiro

, Si vedeva la materia ccrebrale.
7 Faceia.
• Gala.
9 Nt Ie mascelle in aleun modo.
10 Balbettavo.
II Ragaui.
12 Eravate.
U Udito.
If Chi.
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precettore. N. Avanti, che mio padre morisse, fui mandato alquanli
mesi a scola di leggere, rna perche a quel tempo io era molto pic­
colo, cioe di eta de anni cinque in sei, non me aricordo el nome di
tal maestro, vero e, che essendo poi di eta di anni 14, vel circa,
andei voJontariamente circa giorni 15 a scola de scrivere da uno
chiamalo maestro Francesco, nel qual tempo imparai a fare la A.h.c.
per fin al k. de lettra mercantesca. P. Perche cosi per fina aJ k. e non
piu oltra. N. Per che Ii tennini del pagamento (con et detto maestro)
erano di darli el terzo avanti tratto, e un'altro terzo quando che
sapcva fare la deua A.b.c. per fina al k. e el resto quando, che sapeva
fare tutta la detta A.h.c. e perche al detto termine non mi trovava
cosi Ii danari de far el debito mio (e desideroso de imparare) cercai
di havere alcuni di suoi Alphabeti compiti, e essempi de lettera
scritti di sua mano, e piu non vi tornai, perche sopra de quelli im·
parai da Mia posta U e cosi da quel giorno in qua, mai piu fui, ne
andai da alcun'altro precettore, rna solamente in compagnia di una
figlia di poverta, chiamala Industria. Sopra Ie opere degli huomini
defonti continuamente mi son travagliato. Quantunque della eta
d'anni vinti in qua sempre sia stalo da non poca cura famigliare
straniamente impedito. Et finalmente poi la crudel morte mi ha fatto
restare novamente poco men che solo.

Piccolo nella persona, de/armata dalla /erita in modo tale che, se
non avesse /0 barba, apparirebbe un «mostro II, impedito nella parola,
povero a tal punto do non poter pagare il maestro, che pretelldeva un
terzo del solorio convenuto in anlicipo ed un terzo quando avesse inse·
gllato meta dell'a/jabeto, deriso dai caetanei con un soprannome un po'
crudele, Tartaglia sviluppera un carattere tlon facile; possiamo, se non
giustificare, almena spiegare questa sua indole poco socievo/e pensando
che /orse una certa sua scontrositQ naturale ju accresciula daUa dura
esperienza della poverta sofJerta ill gioventa; la figura injelice, queUa
disgrazia di cui abbiamo detto, quel sopranllome spregiativo divenuto
addirittura un nome, non aiutarono certo Tartaglia a jarsi una visione
serena del mondo; inaltre la coscienza del proprio valore, che non ve·
niva ricOllosc;uto come jarse eg/i desiderava, il conjronto can la gto­
ria di aftri, che egli non sempre considerava pia meritevoli di lui, 10
resero notevalmente scontroso e facile aUa disputa.

E celebre la sua po/emica con Gerofamo Cardana a proposito delta

IS 0, solo.
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priori/a della scoperta della formula risolutiva della equazione di 3"
grada; 10 pofemica era legato anche of c1ima di competizione, non solo
scienti/ica rna anche economica, Ira gli !lamini di scienza del tempo
(cfT. pogo 55), e porto oj se; Cartelli di matematica disfida (cJr. pogo 77)
Ira Tartaglia e Ludovico Ferrari (discepolo di Cardono) e alla pub·
bUeD dispufa concfusivQ a Milano (1548), apparentemente vinta dol
Ferrari; se ne co/gono gli echi anche neI gia citato libro de; Quesili et
inventioni diverse, nel quale e riferila fa versione di Tartaglia: non ci
sol/ermiamo su questa, e passiamo ad ana/inure gli aspetti piu propria­
mente scientifjci dell'opera di Tartaglia.

A questa proposilo, avendo gia chiorito l';mpor/anzo dell'algebra per
10 sviluppo del pensiero malematieo e scienti[teo ifl generale, vogliamo
iflnanzitutto rieolloseere neUe opere di Tartaglia quale sia l'inpuenza ehe
l'esistetlza di certi simboli put} esercitare sulfa possibilita stessa del for­
marsi di eerte idee; eontemporaneamenJe possiamo anehe ammirare la
fantasia e la penetrazione di una mente la quale, senza possedere i sim­
boli ehe noi oggi utilizziamo, arriva a risolvere dei problemi ehe oggi
SOflO considerati come elementari e che invece a quell'epoca richiede­
vano la potenza di una mente geniale per essere risolti.

Un esempio, sempliee ma signifieativo, del modo di procedere di
Tartaglia e quello presentato dal 9" Quesito del libro IX dei Quesiti
et inventioni diverse, del quale vogliamo dare allzitulto la soluzione
can Ie tecniehe attuali. 11 problema e if seguente: un tizio ha un de­
bito; ne paga una parte e gli restano do pagare 300 ducati; it quadrato
di un quinto della somma fXlgata uguaglia it debito iniziale; si traUa
di determinare questo debito.

Tartaglia risponde subito ehe it debito era di 4()() ducati; a richie­
sta dell'interlocutore, spiega poi quale sia stato it suo procedimento, ehe
coincide sostanzialmente can quello modemo.

Egli procede assumendo come incognita 10 parte del debito che e
stata pagata; qualunque scolaro di og8i chiamerebbe «x» tale inco­
gnita; nella nomenclatura di Tartaglia tale incognita vienc chiamata « una
cosa» (intendendo evidentemente alludere a una cosa indeterminata).
Allora il debito totale e espresso da

x + 300.

La condizione del problema comporta che si abbia

Vi qui, togliendo it denominatorc (Tartaglia si esprime dicendo
«ristorando Ie parti ») si arriva con la regola solita (. seguo il capi-
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tala », dice Tartaglia) al valore x = 100 della incognita e quindi 01
valore di 400 ducati per if debito iniziale.

Sentiamo Ie parole di Tartaglia per ref/derci canto di quali siano
Ie difficoltd di risolvere un problema, anche elementare, quando nOll
si posseggano gli strumenti per sviluppare i calcoli e per esprimere i
risultati.

Questo ci permelterd di renderci conto del valore della scoperta di
Tartaglia, per quanta riguarda 10 formula ed il procedimento risolutivo
della equazione di JO grado.

Maestro Francesco.16 Eglie uno, che me doveva dare una quantita
de ducati, e me ne ha dato una parte, talmente che el mi resta
anchora due. 300. e sappiati che tolto it t /5 di quello, che lui me
ha dato. e queUo mottiplicandolo in se medesimo. fa tanto quanta
era it primo debito, ve adimando quanta fu il primo debito. N. II
primo debito fu ducati 400. M.F. Et can che regola 10 ritrovati.
N. Anchor che per altre vie tal ragione se petria fare, nondimeno
io la risotvo per Algebra, cioe pengo che Ii ducati che ve ha dati
siano una cosa, adunque tutto iI debito fu ducati 300 piu una cosa,
poi piglio i1 1/5 de una co, qual e 1/5 co, e questo 10 moitiplico in
se medesimo fa 1/25 de censo,ll e questo si e eguale a I co piu 300.
ristore Ie parte e seguo iI capitola, e trovo la cosa valer 100, e
ducati 100 vi aveva dati, Ii quali gionti can Ii ducati 300 che vi
resta faranna ducati 400 come di sapra vi dissi. M.F. Sta bene.

Come si vede, Tartaglia arriva alia equazione di 2" grado

r = 25 (x + 300)

che ha un'unica radice positiva data do x = 100. L'altra radice, data
da x = - 75 nO/l viellc presa in considcraziollc; infaW 10 matematiCQ
in quel tempo nO/l aveva allcora sviluppato con sicurezza Ie regale del·
l'algebra dei numeri relativi.

Passando alia risoluzione della equazione di JO grado, riportiamo
qui la formula risolutiva, che Tartaglia ha data in versi. per poter meglio
ricordarla, come egli stesso dice nel Ouesito 34" del libra IX del libra
gid citato pili volte.

Ripetiamo che all'epoca in cui Tartaglia scriveva non era oncora
matura/o un illsicme di cOllvenzio"i che esprimesse in modo comodo

16 Francesco Feliciano.
17 QuadralO.
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e chiaro Ie re/azioni olgebriche. CosI il primo membro della equazione
cubica:

r+ax= N

lIiene espresso dagli aIgebristi de/l'epoca net modo seguente: «cuba 11
(doe xl) piu «cose 11 (doe ax) uguale a c numeTO .It (doe of termine
flolo, indicato qui con N).

[ ... ] voglio che sappiati, che per potermi aricordare in ogni mja
improvisa occorrentia tal modo operativo, io J'ho redutto in uno
capitola in rima, perche se io non havesse usata questa cautella
spesso me saria uscito di mente, e quantunque tal mio dire in rima
non sia molto terso non mi ho curata. perche mi basta che mi serva
a ridurme in memoria tal regala ogni volta, che io it diea, il qual
capitola ve 10 voglio scrivere de mia mana, accio che siati skura,
che vi dia tal invenlione giusta, e buona.

Quando chel cubo con Ie cose appresso
Se agguaglia a qualche numero discreto
Trovan dui altri differenti in esso.
Oa poi terrai questo per consuelo
Che'l lor produtto sempre sia eguale
Al teno cubo delle cose oeto,
EI residuo poi suo generale
Delli lor lati cubi ben sottratti
Varra la tua cosa principale.

Piuttosto che riper/are gli allri versi di Tartaglia, versi che cer/amen/e
non sono dei capolavori poetici, e che lui stesso quali{ica come aventi
uno scopo puramente mnemonico. prejeriamo interpretare con j simboli
matematici di oggi quem che abbiamo riportato.

Cerchiamo anzitutto di tradurre i primi due versi: ff Quando chel
cubo con Ie cose appresso se agguaglia aqualche numero., doe quando
si abbia, con a e N positivi

xl + ax = N
cubo COli appresso cose agguaglia a numero.

Consideriamo poi if terzo verso: «trovan dui aUri differenti in esso
(numero) », cioe trova altri due numeri che abbiano it « l1umero» come
differenza; indichiamo con u e v tali numeri e quind; scriviamo

u - v = N.
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Ma questi due numeri non possono essere prest In modo arbitrario,
perche, prosegue la rego/a, f( el lora produtto sempre sia eguale 01 terzo
(del) cuba delle eose:., cioe si deve avere

u . v = [a/3]l.

Queste due eondizioni permettono di determinare i due numeri u e v
come radici di Untl equazione di 2" grado. Determinate che siano tati
radici, la f( coso principale:. (doe fa incognita x delfa equazione di
J" grado) sara data daUa diOerenza (. residua:.) delle lOra radici cubi­
che (. defli lor loti cubi:.; efr. nota 4 a pag. 82).

Come si vede, a ragione abbiamo affermato che it simbolismo risulta
quasi necessaria per la matematica; basta con/rontare cio che si dice
can precisione assoluta mediante fe formule e Ie difJieolta di interpreta·
zione del dlscorso COn parole.

Oltre che can questioni di algebra, Tartaglia sl cimellto anche COif
problemi di altri campi, ma calf risultati If011 altrettanto siglfificativi;
ad esempio in certe questioni di gcometria 1/011 giullse a dare delle trat­
fazioni che fossero af tivello dl quelle date da Euclide (che, come abo
biamo detto, Tartaglia lu it primo a tradurre ilf una lingua occidentale
viven/e) e da Archimede.

Nella tratlazione def problema della quadratura del cercltio (nel quale
Archimede aveva dato, come abbiamo detto, dei risul/ati sorprendenti,
in se stessi e per il metodo segui/o) 10 vediamo dare una risposta abba­
stanza generica, nella quale e'e indubbiamente una osservazione signili'
eativa: quelfa che po/remmo enunciare eome esistenza di un elemento
separatore tra lunghezze minori e maggiori di quella della circon/erenza
e tra aree minori e maggiori di quefla del eerehio; pera Tartaglia non
approfondisce l'osservazione a livello matematico, rifugiandosi in argo­
mentazioni pseudoliloso/iche, come mostra it dia/ogo che riportiamo del
Quesito 19" del libra IX dei Quesiti et inventioni diverse.

Magnifico M. 2uaD Battista." Haveti voi opinione che it sia
possibile a ritrovare la quadratura del cerchio. N. II non si puo
negare, che queUa cosa che e in esser nelle cose naturale, che i1 non
sia possibile anchora a ritrovarla." M.Z. Voi seti in errore. Anchora
che Aristotele atrerrni esser possibiJe, la causa e, che fra iI diametro
del cerchio, e la sua circonferentia non vi cade alcuna proportione,
perche il diametro non e univoco can la circonferentia (pcrche iI

II Giovanni Battista Memo.
19 La Irase potrebbe essere interpretllia cas£: non si pub negare che sia possibile
('Ovare I'area del cerchio, poicM appare natur.ale che il cerchio abbia un'area.
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retta, e il curvo non sono univoce) 2ll e pero non sono comparabili,
et non essendo comparabili non si puc dire, che (ra lora ve sia 31·
cuna specie di proporlione. e quello che non ~ in nelle case di
natura non e possibile a paterla ritrovare. N. Eglie ben vera, che
la linea fefta non e comparabile alia CUTva rispelto a quella qualita
del rellO, e curvo, rna rispetto alia quantits, a me mi pare, che siano
comparabile, perche iJ predicamento della quantita e uno, e quello
della qualita e un'altro. e che it sia it vero che siano comparabili,
e che ve sia fra lor proportione. facilmente iI si puc provare per 18
quinta diffinitione del quinto di Euelide. Nella Quale lui diffinisse
che queUe quantita se dicono haver proportione (ra lora, Ie quale
moltipJic8te si possono eccedere I'una, e J'sltra, e perch'eglie cosa
chiara, che iI quadruplo del diametro del cerchio. eccede la circon­
ferentia di queUo, perche i1 quadruplo del detto diametro di tal
cerchio e eguale alii 4 lati del quadro circonscritto al medesimo
cerchio, e Ii detti 4 lati, eglie manifesto esser molto piu della circon­
ferentia del cerchio, adunque potendosi moltiplicare i1 diametro del
cerchio talmente che ecceda la detta circonferentia seguita (per la
deua diffinitione) che [ra it diametro del cerchio et la circonferentia
di quello ve sia proportione, anchor che tale proportione sia inco­
gnita, che e il proposito.

Non vogliamo chiudere if discorso Sli Tartaglia senza aver ricordato
il General traltato di numeri et misure (1556-1560), opera enciclope·
dica sulle matematiche elementari che testimonia deffe conoscenze mate­
matiche di quei tempi. Di questo trottato, per presentare quel certo gusto
dell'epoca cui si e accennato nell'introduzione a questo capitolo, ripor­
tiamo aleuni problemi del libra XVI (nn. 132, 133, 141, 142, 143), che
ancora 088i spesso si vedono ripresi in rIlbriche di enigmistica e giochi.2l

Sana duoi. che hanna robbato una ampoletta di balsamo a uno
signor. nella qual era dentro oncie 8 di balsamo a ponto accadelte
che costoro nel suo partire twvorno uno vedriaro, che haveva
solamente due ampolette I'una delle quali teneva oncie 5. I'altra

20 La frase potrebbe essere interprclata dicendo che la linea retta e la linea eurva
non appartengono al1a slessa specie di linee.
21 Si potrcbbe dire che questi problemi apparlengono a quella branca della male­
matica che oggi si chiama «Rieerea opcrativa.; infatti eni non riguardano
«nurneri et rnisure. rna procedimenti ruion.1i per dirigere dei cornportamenli
urn.ni.
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oncie 3 e cosi per la pressa, che lora havevano egli comperorono
queste 2 e caminorno di lange fin che (urono al luogo sicuro, poi si
missero a voler partir questo balsamo, dimando come Cecero non
havendo ne peso, ne altra misura certa. 10 dico se 10 vuoi sapere
impisse prima quella dalle oncie 3 piena che la sia vodala in quella
dalle oncie 5 poi impisse un'altra fiata quella dalle 3 del reSIO del
balsamo, ch't~ rimasto nella grande trovarai, che gli ne restara
anchora 2 poi voda anchora quella dalle 3 in quella dalle 5 trova­
rai che non gli ne intrara se non 2 e 1 ne restara in quell a dalle 3
e 2 n'erano rimaste nella grande. Fano che hai cosi ritorna a vodar
quel1a dalle 5 nella grande, e cosi gli ne Caranno 7 poi quella
che era in quella dalle 3 vodala in quella dalle 5 poi riempie
un'altra fiata quella dalle 3 e poi la revoda in quella dalle 5 dove
era rimasta quella sola (aranno a ponto 4 e 4 ne sono rimasle nel­
I'ampoletta grande. e cosi si lrovorno haver oncia 4 di balsamo a
ponto ciascun di lora, onde si partirno contenli, e andettero chi di
qua chi di la.

Sono 3 aItri, che hanno robbata una ampoletla piena, nella qual
era ancie 24 di balsamo, e se ne (uggimo, onde un di lora compera
3 ampolelte per volerselo partire in terzo, rna non hebbe ventura a
trovarle alia ten uta di oncie 8 I'una, perche l'una non ne tcneva se
non 5 !'altra ne teneva 11 e I'altra 13 dimando come fecera a par~

titlo giuslamente non havendo altro peso ne altra misura.
Fa cosi impisse prima quella dalle 5 piena che la sia vodala in

quella dalle 11 poi impisse un'altra fiata quella dalle 5 e vodala
anchora in quella dalle II anchora impissela, e vodala in quella
dalle II quella, che gli puo intrare cosi (atto travarai che quella
dalle 11 sara piena, e in quella dalle 5 ne saranno rimase 4 e 9 nella
grande, e pero voda quella dalle 11 nella grande gli ne saranno
rno 20 poi quelle 4 oncie che erano in quella dalle 5 vodale in
quella dalle tIe riempisse quella dalle 5 di quello balsamo, che e
nella grande, e poi voda in quella dalle tIe cosi gli ne saranno 9
c 15 nella grande, poi impisse un'altra fiata quella dalle 5 e riem~

pisse quella dalle 1t queUo gli ne puo intrare cosi (alto trovarai
che quella dalle t 1 sara piena, e in quella dalle 5 ne saranno resta~

te 3 e lain quell a grande, e petc voda quell a dalle 11 nelta grande,
che saranno 2 t poi quelle 3 ancie, che erano in quella dalle 11
poi riempisse quella dalle 5 e vodala anchora in quella dalle 11
e cosi gli ne saranno 8 Ie quali vodarai in quella dalle 13 per la
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sua parte, e 16 oe rimangono nella grande per la parte de gli altri
duoi. Poi se vuoi anchora dividere Ie altre 16 ancie peT mezD, fa
come hai fatto di sopTa fin che tll Ii trovi haverne 8 in quella dal­
Ie 11 e 8 oe rimanghino nella grande, e cosi gli haveranno tutti
ancie 8 di balsamo senza inganno alcuna, oe de I'uno, oe de I'altro.
si che it primo havera Ie sue 8 oocie in quella ampoJetta dalle 13
e iI secondo havcra Ie sue in quella dalle 11 e al teno gli saranno
rimase Ie sue in quelIa grande da ancie 24 e cosi se oe partirono
contenli.

Uno conduce da una terra a un'altta uno lupo, una capra, e
porta in spalla un fasso di veni, accade che nella via it trava una
grande aequa da passare, e per sua ventura ITava Ii uno navetto
legato alia riva, il qual navetto e cosi piccolo, che non vi puo star
dentro piu che 2 persone, dimando come iI fara a condurli fuora
salvi, perche se lui intra, e che'l toglia iI fasso delli verzi. e portarlo
de la infra questo mezzo il lupo manzarebbe la capra. Se anche il
tolesse prima iI lupo nello navetto, e portarlo de la, infra questa
mezzo la capra rnanzaria Ii verzi, e se tu vuoi dire, che lui debba
portar anchor lui Ii verzi in spalla, come lui ha falto fin qui non e
possibile, perche se lui debbe poter vogar bisogna che'J sia ispedito.

Farai adonque cosi prima tu condurrai fuora la capra, perche iI
lupo non manza verzi se non gli fossero cotti, e ben grassi, portato
che hai fuora la capra tu ritorni di qua a torre Ii verzi, e se Ii porta
de la appresso alia capra, poi pigli la capra. e si la ritorni un'altra
fiata di qua, poi tu pigli it lupo, e 10 parti de la appresso alii verzi,
pai tu ritorni di qua con it nsvelto a torre la capra, perche tu non
hai paura, che'l lupo manzi verzi crudi, e pero senza paura tu vieni
a torre la capra, e conducela de la, poi lega il navelto alia riva, e
piglia iI fasso delli verzi in spalla, e te ne vai alla tua via cantando
in cornpagnia del lupe, e della capra, e cosi hai fatta la ragione, e
da questa e nasciuto un certo proverbio fra gli huornini. dicenda in
qualche proposito, egli ha salvato la capra e Ii verzi.

Sono 3 belli gioveni freschi e gagliardi. i quali hanno 3 belle
damigelle per mogliere, e sono gelosi tutti, cosi Ie rnoglier delli
mariti, come Ii mariti delle moglier. Accade che costoro si parteno
da casa di brigata per esser vicini per voler andar a una certa per­
donanza, onde accadette che nella via gli trovorno un fiume molto
largo da passar, e non vi era ne ponte, ne porto, rna per sua ven-
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tura gli trovorno un naveUo piccolo, che non gli poteva star dentro
piu che 2 persone, dimando, come faranno a passare senza alcun
sospetto di gelosia.

Farai cosi prima manda fuora 2 donne, poi che una di queUe
tomi di qua con it navetto, e venga a torre l'a1tra, e la conduchi
de la, condolle che siano fuora tutte 3 Ie donne, se ne parte una, e
vien di qua con iI navetto, e vassene appresso a suo marito, e lui la
piglia per la mano, poi quelli 2 altri huomini, che hanna de la Ie
sue donne si parteno con il navelto, e ne vanna de 1a appresso a
lora. poi un di loro piglia sua moglier in braccio, e la conduce di qua,
poi quelli 2 huomini, che sono di qua intrano nella navetto, e vanna
de la, e quella femina che e de la vien di qua con iI navetto a torre
un'altra giovane, e la mena de la, poi vien oItra uno de gli huomini,
e inlra nella navetto, e vien di qua, e piglia sua mogliere, e se la
mena de la, e attacca il navelto alia ripa, e se ne vanna tutti a brae­
cia a braccio con Ie sue donne al suo viaggio tutti allegri, e gelosi.

Et se fossero stati 4 huomini, e 4 donne prima manda fuora 2
donne, e fa che una di quelle ne venga a torre un'altra, e 18 con­
duce de la, poi una di queUe vien di qua can i1 navetto, e tolse la
quarta donna. e se la condusse de la, condune che Ie siano de la
tutte quattro, ne vien di qua una can il navetto, e si accosta appresso
a suo marito, poi si levano duoi huomini, e entrano nel navetto,
e si se ne vanna de la appresso aile sue donne, poi quell a donna che
e de la discompagnata intra nello navetto, e vien a torre suo marito,
e 10 mena de la, e di qua sono rimasti solamente marito, c mogliere,
poi se ne venne di qua uno di quelli huomini, e mena de la quel­
I'huomo chi era di qua con la donna sua, menato che'l fu de la
quello di prima andetle appresso a sua moglier, e quest'altro Titomo
di qua a tor sua mogliere. e la condusse de la, e cosi fumo condOtli
fuora tutti sani, e salvi. Poteva anchora venir di qua una di quelle 3
donne, e condur fuora quella quarts donna, poi quando Ie furno
de la poteva anchora tomar di qua col navetto quella donna, e venir
a torre suo marito, e condurlo de la, e poi attaccar il naveno alia
ripa del dello flume, e andarsene camando di brigata.

Osserviamo c1Je i primi due problemi possona esserc risolti call un
numero di Irovos; minore di queUo indicato da Tartaglia,21 che la risa-

:::z Considerando ordinatamente Ie ampollcne di capacill 8, 5, 3 si prende: 3,5.0;
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luzione dell'ultimo problema lIa dato luogo a erronee contcstazioni pcr·
che aleuni, come C. G. BachefU e J. Ghersj,~ considerando gelas; solo
j mariti, hanna ,;conosciuto impossibile il problema di Iragheltare quat­
Iro coppie.25

3,2,3; 6,2.0; 6.0,2; 1.5.2; 1,4,3; 4,4.0. AnalogameDte per il secondo problema, con­
sideranda ordinalamente Ie ampollene di capaeitll 24, 5, II, 13, si prcnde: 11,0,0,13;
11,5,0,8; 11,0,5,8; 6,5,5,8; 6,0,10.8; 1,5,10,8; 1,4,11,8; 12,4,0,8; 12.0,4,8; 7,5,4,8;
7,0,9,8; 2,5,9,8; 2,.3,11,8; 13,3,0,8; 13,0,3,8; 8,.5,3,8; 8,0,8,8.
1) «Tartaglia ha credulO di poter risolvere i1 problema facendo passare Ie persone
due a due rna s'~ sboglialo, come dice Bachel, che riconosce la cosa impossibile,
senZll darne una dimoslrazione.• (C.G. Bachel. Probl~ltles plaisonts el dC/eclab/es
qui se font par les nombres, quinta edil:ionc rivisla semplificata e accresciuta da
A. Labosne, Paris, Gauthier-Villars, 1884, pag. ISO; la prima edil:ione ~ del 1612.
la prima ristampa, eon aggiunte, del 1624).
24 «Questo problema... non ~ possibile. Tartaglia... 10 aveva ritenuto po5sibile,
in causa d'una svista.» (I. Chersi, Matematica dilelle~'O/e e curi05Q, III ed., Milano,
Hoepli, 1929, pag. 12).
25 Vogliamo osservare che queste erronec contcstazioni possono rorse essere col­
legate a1 ratio che la soluzione di Tartaglia a1 problema relativo a tre coppie non
utilina l'ipOIesi della gelosia delle mogli, cil> che porta a un numero di viaggi
maggiore di quello che si ha utiliuando opportunamente questa ipotcsi.

I CARTELLI DI MATEMAT1CA DISFIDA

Una delle earatfcrisliehe della scicnza del Rinascimellto e stata quel/a
del lervore della scoperta e della inJlcnzione; si polrebbe dire, in forma
abbastanza pittoresca, elle si e avuto un ribollire di idee, ehe 110 dato
ai malematici un poco it carattere di pionieri, COli tutte fe conseguenze:
in particolare, vi era un'atmosfera di compelizione, ehe podava anehe
alia gara intellettuale.

Secondo il costume del tempo, nel quale i maestri tlOtl crano dipen­
denti pubbliei, rna erano pagati secondo 10 eelebrit", g/i scienziati mira­
vano ad avere la massima lama possibile, cd a dimaslrare ehe eralla
superiori agli altri, lora coneorrenti.

Era una lolia tra persotle elle aveva anelle un aspetto eeonomieo, il
ehe rendeva Ie dispute spessa partieolarmente dure, e suscitava eattivi
IImori, partando spesso i disputanti ad utifizzare anelte dei mezzi non
del tutto leafi.

f:. opportutlo tener conto anehe di questa clima per spiegare fa di­
sputa Ira Cardono e Tartaglia a praposilo della seoperta della lormula
di risoluziotle della equazione di 30 grada e Ie varie polemiehe tra i
due (elr. pagg. 59 e 69).
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Una eco di questo clima ~ lomita dafl'episodio dei sei Cartelli di
matematica disfida che Ludovice Ferrari, olIievo di G. Cardono ed a
nome di questi, inviavo a N. Tartaglia, e dei sei controcartelIi di Tartaglia.

Si rivelo in questi carteW non softanto l'arnbiente scienti/ico del­
l'epoca, rna anche il carattere dei contendenti.

La d;sputa /in; senza ne v;nJi ne vincitori, 0 meglio con la pretesa
di ciascuno dei contendenti di avere vinto.

Riproduciamo qui di segu;to il primo dei sei Cartelli di malematica
disfida, inviato do Ludovieo Ferrari a NieeolO Tartaglia, utifizzando
f'ediziOfle eurata da Enrico Giordani (Milano, R. Stabilimeflto litogra­
fico di Luigi Ronchi e Tipogra{ia degl'Jngegneri, 1876).

Messer Nicolo Tarlalea,' mi e pervenuto aile mani un vostro
libro, intitolato Quesiti e inventioni nuove,2 nell'ultimo trattato del
quale, facendo voi mentione dell'Eccel1ente Signor Hieronimo J Car­
dano medico Melanese, il qual e hora publico Lellor di medicina in
Pavia, voi non vi vergognate di dir, che egli e ignorante nelle mathe­
mat ice, huomo molto tondo: degno che gli fosse anteposto Messer
Giovan da Coi,' e 10 chiamate poverello, huomo che tien poco sugo,
e di poco discorso, con altre simili parole ingiuriose, Ie quali per
tedio lascio da parte. Sforzandovi con eerIe vostre fittioni,· di dar
a vedere a gli ignoranti, che cosi sia. Dieo agli ignoranti, percicx:he
giudico, non ci essere persona di alcun giudicio, che per Ie cose che
egli ha fuoti in stampa non 10 conosca in tullo diverso da quello
che voi iI dipingete, e che Ieggendo quell a vostra filatera, non gli
paia legger Ie facetie del Piovano Arlotto? Direi Luciano de yetis
narrationib.' se non Fosse che voi havete piu ingeniosa inventione,
piu bello stilo, megliore ordine, e piu fiorite parole. Per dirvi il
vero, pense che habbiate Fauo questo, sapendo che il Signor Hiero­
nimo e di cosi felice ingegno, che non solamente in medicina, la

1 Tanaglia.
1 Sappiamo che it titolo esallO eu Quesiti er inl1en/ioni diverse.
J Cerolamo.
~ Ingenuo, ignoranle.
, Zuanne de Tonini, da Coi, matemalico bresciano.
6 lnvenzioni.
7 Le« facezie" sano contenute in un libra classico, pubblicalo con titoH diveni,
Ira i quali Delli e face/ie, che veuiva considerato come un libro umorislico; tali
«facezie" dimOSlrano nell'autore. il Piovano Arlotto Mainardi (1395-1483), uno
spirilo giocoso, spessa acuto; qui il senso ~ evidentcmente che Ie espressioni di
Tarlaglia nei riguardi di Cardano sano ridicole.
• Allra opera classica: De l1eris narraliollibus del greco Luciano (c. 125· c. 190).
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quaJ'e sua professione, e di quella sufficienza che si sa, rna anchor
"elle mathematice, Ie quali allre volte egli usC a guisa di giuoco,
per pigliarsi aleuna ricreatione e solazzo, e cosi ben riuscito che
universalmente. per parlar con modestia, e lenuto (ra primi mathe­
matici. II perche, come J'Homeromastix' speravate di acquisrarvi
per tal via honorata Cama. II qual desiderio e buono. quando sia
congiunlo con propria virtu, e non col biasmare altrui. Per tanto, io
non solamente per difender la verita, rna anchor perche questa toeea
a me principalmente, che sona creata suo, essendo Sua Eccellentia
impedit8 dal grade che tiene. he deliberato far publicamenle cano­
scere,o iI vostro inganno, over (come piu tosto pense) 1a vQSlra rna·
lignite. Non col rendervi il contracambio in parole, i1 che potrei far,
non con fittioni (come voi) rna lealmente. Atteso che, oltra mille
errori de primieri Iibri di quell a vostra opera, havete anchor posto
nel Iibro ottavo Ie proposilioni di Giordano 10 come vostre, senza
far men Ii one alcuna di lui: il che grida furto. Et facendovi Ie dimo­
strationi di vostra testa, Ie quali per 10 piu non conchiudono, fate
confessar con gran vostro vituperio all'lIIustrissimo Signor Don
Diego di Mendozza 11 cose, che so io certo (percioche conosco in
parte la sua gran dottrina) che egli non Ie direbbe per tullO I'oro
del mondo: it the dichiara presuntione coo ignoranza. Ma questo
mi par nieote, quando considero, the nel medesimo libro havete
ardir di riprendere ingiuslamente Aristolele nelle mecanice. Ponete
anchora ncll'ultimo Irallalo la medesima cosa tre, e quattro volte:
il che significa non poca smemoraggine, e negligenza. Pur (come
dico) non mi voglio allaccar su questo (offerendomi nondimeno a
mantenervi quanto ho detto). Ma piu largamente, mi offerisco in
Geomelria, Arithmetica, e in tulle Ie discipline che da esse depen­
dono, come e Astrologia, Musica, Cosmographia, Prospettiva, Archi­
tettura, e altre, a disputar in luogo egualmente commodo. dinanzi a
giudici idonei, publicamente con voi: accettando di disputar, non
solamenle sopra quanti authori greci, latini, e volgari han no scritto
in lali faculta, ma anchora sopra Ie vostre nuove inventioni, Ie quali
tanto vi dilettano, pur che anchor voi similmente accettiate Ie mie.
Et questo propongo per farvi conoscer, the indegnamenle e falsa-

9 Homeromastix (frusta di Omero) fu il soprannome di un delrlltlOre di Omero,
iI grammatico greco Zoilo (c. 400-320 a.C.).
10 Giordano di Nemore. 0 Nemorario. aU!ore, nel XIlI seeolo, di un Iraltato De
pollderibus che veniva considerato come un manuale.
II Diego HUrlado de MendozlI (tSOJ.IS7S), diplomlltico, storico e poeta spagnolo.
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mente havete detto e scritto cio che ritoma in biasimo del antedetto
Signor Hieronimo: il quale a pena sete degno di nominare: e che
sele piu lontano che forse non vi credete da quel segno, al qual vi
presumete di esser pervenuto. 11 che feci accader I'anno 1540 al
vostro Messer Giovan da Coi, com'e publico a tutti, e voi fingendo
non saperlo, volete pure anteporlo (come dissi) al Signor Cardano,
il quale nomino cosi spesso con gran riverenza. Et accio che non vi
rincresca fatica 0 spesa mi otrerisco, di giucar, e deporre quanti
danari vorrete deporre anchor voi, infino alia somma di 200 scudi,
accio che il vincitor acquisli I$honore, non con danno suo, rna piu
tosto con avantaggio. Et a fine che questo mio invito non vi paia
treppe privato, ho mandalo una copia della presenle scrittura a
ciascuno de Signori infrascritti, i quali tutti si dilettano, e sanno
delle mathematice, oltra non poche altre, Ie quali sono sparse in
diversi luoghi d'!talia, e in diverse provincie. Notificandovi, che io
aspettero la risposta fra 30 giorni dopo la appresentatione di questa:
La qual non venendo resoluta, lascero far giudicio al mondo della
qual ita vostra: Riservandomi ragione anchor, di proceder piu avanti,
se cosi mi parra di fare. Data in Melano alii 10 di Febraro 1547.

10 Ludovico Ferraro publico Lettore delle mathemalice in Me·
lano affermo quanto di sopra ho delto.

10 Benedetto Rhamberti son testimonio di quanto si comiene di
sopra, e di man propria mi sono sottoscritlo.

10 Nicolo Secco son testimonio di quanto si contiene di sopra,
e de mia mano mi son sottoscritto.

10 il Mutio lustinopolitano sono testimonio di quanto si con­
tiene di sopra, e di mano propria mi sono sottoscritto,

Segue l'elenco degfi scienzioti oi quali il Ferrari ha inviato copia del
Cariello.

A questa Tartaglia rispose con un Controcartello. e 10 disputa pre;
segul giungendo fino 0 sei cartelli e altrettanti controcartelli. Tartaglia,
tra I'oltro, insilJua continuamente che if Ferrari ~ soltanlo un portavoce
di Cardona, COli il quale egli intende misurarsi direttamente, dichiaran·
dosi pronto a sostenere la disputa pllbblica, per la quole sceglie come
gilldici... «tutti gli "uomini intel/igenti def //londo •.

Non entra negli scopi di questa volume il riportare tutti i cartelli
e cOlltrocartelli, t1~ presentare ulla soluzionc definitiva della intricata
qucstione storico. Ci basta aver ricordato l'episodio come caratteristico
deU'ambiente scienti(ico dell'epoca.
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RAFAEL BOMBELLI

Rafael BombeW, maternatico e idraulico: e l'ultimo. in o,dinc dj
tempo, degli algebristi di scuola italiano cd in partieo/are di scuoro bolo­
gnese, del secofaXVII. Si po/rebbe dire che Ie grandi imprese della
risofu=ione della equazione di 3" e di 4" grada culminano COn Bombelli
nella s;stemaz;one teorica. che egli dO. delI'algebra del suo tempo, 5i5te­
mazionc nella quale trova posta 10 prima trattazione rigorosa de; nume,;
immoginar;,

A questa proposito ricordiamo che gia Cardono aveva eseguito de;
caIcoli con de; «numer;. che erana de{in;f; come rodid di numeri
negativ; (elr. pag. 64); questa impostazione della infroduzione de;
numer; immagina,; era in Cardono una dimostrazione di grande ;nllen·
liva cd anche di grande audada intellettuale; rna insieme era anche con­
traddittoria call quanlO egli slesso aveva osservato. ricordando che i qua­
drati sono flumeri positivi e che quindi soltanto per questi numeri ha
sensa par/are di radice quadrata.

Bombeffi introduce dei simboli che egli. come vedremo, riconosce
essere di una specie diversa da quella di ogni altro numero; rna nOli
lascia questa introduzione nel campo delle. stranezze.; egli invece ne
dil Ie leggi di calcolo. e quindi. con fa stessa enunciazione delle feggi
di calcolo. avvia la matematica alia rigorosa introduzione di questi nuovi
• numed., introduzione che non lasd adito a sospelti di eventuale COfl­
traddizione.

/n sintesi si potrebbe dire che can R. 80mbelli I'algebra incomillcia
a lasciare il suo aspetto in certo modo. magico. per acquistare final.
mente f'aspetto di una scienza. Vedremo nel seguito. commentando i
vari passi che presenteremo. come avviene questa maturazione.

I tratti che presentiamo sana presi dall'opera fandamentale di 80m­
beffi. f'Algebra del 1572. Va notato che quest'opera e seritta in lingua
va/gore (e quindi non ill latillo, eome queUe di G. Cardona) e molto
correlta, in contrasto call la lingua piena di vod dialeltali e daUa si/l­
tassi contorta, che e utilizzata do N. Tartaglia.

A proposito di questi, abbiamo giil esposto il giudizio che R. Bom­
beffi dil del suo carattere (cfr. pag. 65), ed anche questa giudizio diJ una
idea de/l'ambjente della rjeerca scjentifica dell'/talia del secolo XVI.

II passo seguente e tratto dal Libro I dell'Algebra;) e interessante

I Non 5i hll nOlizia skura della data e del luogo di nllscita; egli 5i dichiara
«cittadino bologncse,. e sla di {allO che la famiglia Bombelli apparlcneva alia
nobilla del contado bolognese; la sua morte si situa ITa il 1572 e il 1576.
) Ulilizziamo il volume edito da Fellrinelli. Milano, 1966.
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osservare come 10 matematica dell'epoca cOllsiderasse gli irrazionafi:
numeri che «noli si possono nominare 11 (e doe non sana razionafi);
if progresso /ondamentale che e stato compiuto da Bombelli e queUo
che consiste nel dare Ie leggi di calcolo di questi numeri «stram' 11 e
quindi nel definire questi nuovi enti attraverso la grammatica logica del
lora impiego concreto nel calcolo.

DilJinitione della radice quadrata, delta sorda/ ovvero indiscreta

La radice quadrata e il lata 4 di un numero non quadrato il quale
e impossibile poterlo nominare,~ pero si chiama radice sorda, ovvero
indiscreta' come sarebbe se si havesse a pigliare il lata di 20, it che
non vuol dire altro, che trovare un numero, iI quale rnoltiplicato in
se stesso faccia 20; it ch'c impossibile trovare, per essere il 20 nu­
mero non quadrato; esso lato si direbbe essere radice 20, rna avver·
tiscasi, che quando si dira simplicernente radice, si intendera qua·
drata, 18 quale si scrivera COSl R.q.

Bombelli non si accOtllenta di osservare che questi numed sana di
specie diverSQ da quella dei numeri raziotlafi, ma compie due passi
importantissimi nella direzione che porta ad una sistemazione teorica di
questi ent; « strani 11; anz;tutto egli insegtla a cofcotare un numero razio­
nafe che sia vicino quanto si vuole af numero irrazionafe considerato
e ;n secondo luogo egfi dil Ie feggi can Ie quali si colcola con questi
tluovi ent;.

Egli dli in/atti anche i procediment; che portano a «conoscere per
pratica 11 i numeri di cui eg/i parla.

Particolarmente interessanti sono due procedimenti can i quali egli
do la costruzione geometriea della radice eubica, doe la costruzione geo­
metriea del segmenlo la cui misura e 10 radiee eubica della misura d;
un altro segmento dato. In uno dei procedimenti egti arriva a costruire
fa radice cubico per telltativi; nell'aftro egfi ricorre ad uno strumenio

J I numeri ehe oggi ehiamiamo «irra:zionali. vengono chiamati .. surdi. (ci~

.. absurdi .); venivano detti .. razionali. i numeri che esprimono i rapporti, cioe
Ie .. ragioni., Ira due grandczze commensurabili tra loro.
4 Anche la espres.sione .. lato. nascc daUI consueludine di rlppresentlrc Ie quan­
titl con mezzi gcomelrici; quindi il numero di cui si vuole trovarc la radice
quadrata viene interpretato come II misura dell'arel di un quadrato e di conse­
guenUi la radice quadrata viene interpretata come II misura del lata del quadrato.
Questo modo di esprimersi viene adottalo anche da Galileo e do Tartaglia.
5 Non t possibile infatti rappresentarc un numero inazionale mediante simboli
in numero finito, che faeciano intervenire soltanto interi 0 rrazioni.
, TUlle queue espressioni equivalgono II nostro termine .. inazionale '".
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costituito do due « squad,i ... che $COrrono l'uno su/l'altro e to cui pos;·
zione giusta viene trovala, anche qui, per tentativi.

f do rilevare che so/tanto fre seeol; dopa sf pote avere 10 certezza
che 10 radice cubica di un segmento non puo essere castruita in modo
preciso con i due strumenti elementa,;, doe can /0 riga e con il com·
passu, usat; /lei modo dassieo: cioe 10 riga usata per tracciare /0 ,etta
che congiullge due punt; oppure per determinaTe Ie intersezioni di UIlO
retia COil fJlta circonferenza. it compasso usata per tracciare una circan­
Jerenza avellte come centro un punto dato e come raggia un segmenlo
pure data.

Bombelli cogUe l'occasione per ,ico,dare 10 nota leggenda dolla quote
sf !Juole abbia Willa origine it problema della duplicazione del cubo,
cioe della determinazione del segmento che abbia come lunghezza fa
radice cubica di 2.

Questa leggellda viene esposta nel seguente passo della Leltera di
Eratostene di Cirene' al re Tolomeo 111.1

« Eratastene a Talomeo salute.
« Narrano che uno degli antichi poeti tragici 9 facesse apparire

sulla scena Mino 10 nell'atto di costruire una tomba a Glauco II e
che Mino, accorgendosi che questa era lunga da ogni lato cento
piedi, dicesse: .. Piccolo spazio invero accordasti ad un sepolcro
di re; raddoppialo, conservandolo sempre di forma cubica, raddop­
pia tutti i lati del sepolcro". Or e chiaro che egli si ingannava.
Inraui, duplicandone i lati, una figura piana si quadrupla, mentre
una salida si ouuplica. Allora anche fra i geometri si pose la que­
stione in qual modo si potesse duplicare una data figura salida
qualunque conservandone la specie. ll E questa problema fu chia­
mato "duplicazione del cuba".

« Dopa che tutti furono per lunge tempo titubanti. per primo
Ippocrate di Chio IJ trovb che se tra due linee reue,·· delle quali la
maggiore sia doppia della minore. si iscrivono due medic in propor­
zione continua,UI il cuho sara duplicato, e COS! tramutb la difficolth
in altTs non minore.

7 0 di Alessandria (efr. nota 18 a pag. 48).
I RegnO in Egitto tTa i1 246 e il 221 a.C.
, Secondo alcuni sarebbe Euripide (c. 485-407 a.C.).
10 Antico re di Creta.
II SUO figlio.
IZ Ci~ la forma.
n Geomctra greca vissuto intorno al 460 a.C.
I' Cioe tra due segmenti.
15 Cioe 1 ; x = x: y = y: 2 che dil y = x'. 2 x = f e quindi x' = 2.
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« Si narra che piu tardi i Delii, spinti daU'oracolo 16 a duplicare
una ceria ara, caddero nelIo stesso imbarazzo.11

« E vennero spediti dei legati ai geometri che convenivano con
Platone nelI'Accademia, per incitarli a cercare quanto era richiesto.
Essi se ne occuparono can diligenza e si dice che, avendo cercato
di inserire due medie tra due rette, Archita di Taranto II vi riuscisse
can il sernicilindro ed Eudosso invece mediante linee curve.

«Questi furono seguiti poi dagli altri, can dimostrazioni piu
perfette, rna si pote effeltuare 1a costruzione ed adattarla alia pra­
tica, eccettuato forse Menecrno.19 e can grande fatica ... ».

RitOrtlando a Bombelli, ecco come egli introduce la prima delle
costruzioni da lui escogitate peT la determinazione di un segmento che
obbia la lunghezza che e radice cubico di un altTo.

Modo di trovare i1 lata cubico di un numero ill linea

11 travare il lata cubico di una linea. essendo data una misura
nota, non eahro che veder di trovar il lata di un cubo, che sia pari
a piu cubi di lati pari, che daUi antichi fu molto cerealo al tempo
di Platone per quello. che detto havea I'oraoolo, quando rispondendo
a chi gli domandava it rimedio per la peste, disse: duplicandosi
I'ahare. cessara la peste, et essi falto duplicate I'altare in longhezza,
altezza e larghezza, ne cessando, ritornati all'oracolo, gli rispose,
che la peste non cessava, per non havere osservato quanto gli havea
imposto; e ricorrendo in ultimo a Platone, da' suoi discepoli varij
modi furono da quelli trovati, per mandate ad effetto I'amfibologico
delto dell'oraooto. delli quali, dui qui satto ne porro, e questa e
chiamala dimostratione di Irovare due linee medie fra due linee
dale, Ie qua Ii (ancarche siano per scienlia nole) nandimeno giamai
si sana efTettuate, se non instromentalmente.

Bombelli espone il suo procedimento ed il modo per migliorare fap­
prossimazione. La secondo costruzione fa uso di uno slrumento che non
e classico, cioe e diveTSO dogli strumenti che vengono chiamati Iradizio-­
nolmente « strumenti elementari »: fa riga ed il compasso.

16 A Dela vi era un oracolo di Apollo.
11 Questa e forse la ragione I)Cr cui storicllmente il problema della duplicalionc
del cubo vicne chillmato anche « problema di Delo •.
II Mec;canico e fisico nato verso iI 430 a.C.
It Matematice greco vissulo verso iI 3SO a.C.
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Sia la linea .a. lela linea .b. 8, della quale se ne habbia a
pigliare iI lato eubico; tirisi Ia .e.d. par aU'.a. et .d.e. par alia .b.
ehe si congiongbino in .d. ad angolo relto, e allonghisi .e.d. fmo
in .i. et .c.d. fino in .h. e poi si habbiano dui squadri materiali, e
pongasi I'uno con I'angolo .r. di dentro sepra Ia linea .d.i. e facendo
ehe tocchi con l'una delle braccia la estremita .c. I'altra tagliera .c.h.
in .g. e I'angolo di dentro deU'altro squadro si ponga sopra it taglio .g.
e si faccia ehe con I'uno delle braccia tocchi iI braccio .1. dell'aItro,

talehe si congionghino insieme (come si vede piu
ehiaramente nella figural e COS! all'hora I'altro
braccio passera di sopra, 0 di SOltO, a per In estre-

h mita .e. et se passera per la estremita .e. Ia .d.r.
sara il lato cubico della .d.e. et se passara di
sopra, bisogna alzar l'ango10 .f. tanto, che I'al­
tro squadro toechi la estremita .e. con Ie con­
ditioni dette, e passando di satta al punlo, biso­
gna abbassare I'angolo .f. tanto, che I'altro squa­
dro tocchi esso punto .e. can Ie conditioni det­

te, che COS! la linea .r.d. sara it lato cubico ricereato di .d.e. ch'essa
.f.d. sara 2, perehe essendo .c.d. I, sara la .d.g. 4 perche (per essere
I'angolo .f. relto) tanto puc) la .c.d. in .d.g. quanto 1a .r.d. in se, et
essendo J.d. 2, et .d.g.4 .d.e. sara 8, percheS tanto pub J.d. in .~i.e.

quanta .d.g. in se, per essere l'ango10 .g. retto.

Come abbiamo detto, uno dei fatti per i quali Bombelli IJiene con·
siderato, a ragione, uno dei londatori dell'algebra moderna e la sua
esplicita trattazione teorica dei numeri immaginari.

EgIi espone la sua scoperta trattando di un caso delle lormule date
dal Cardano per la risoluzione della equazione cubica.

Si traUa del caso della equazione cite s; potrebbe scriIJere nella
forma

x3 = ax + N (a, N positivi)

che Bombelli indica COIl 10 espressione «Capitolo di cuba eguale a tallti
e numera» dove con fa espressione If tanti », come vedremo, egli indica
if termine ax.

Quando tra i coefficienti a ed N sussista una certa ,elazione, che
vedremo, fe espressioni date do Cardano cDtlducono ad estrarre fe radici
cubiche do numeri complessi; cioltonostante si hanno tre ,adici reali della
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equazione, radici che sono espresse come somme di coppie di numeri
eomplessi coniugati.

Ecco Ie parole di Bombelli:

Ho trovato un'altra sorte di R.c.211 legate molto differenti dall'al­
tre/I 1a qual nasce dal Capitola di cuba eguale a tanti e numero,
quando il cubato del terzo delli tanti e maggiore del quadrato della
meta del numero 22 come in esso Capitolo si dimostrara, la qual sorte
di R.q.21 ha nel suo Algorismo diversa operatione dell'altre e diverso
nome; perche quando il cubato del terzo delli tanti e maggiore del
quadrato della meta del numero, 10 eccesso Ioro non puo chiamarsi
ne pili ne meno, pero 10 ehiamaro pili di meno quando egli si dovra
aggiongere, e quando si dovra cavare 10 chiamaro men di meno, e
questa operatione e neeessarijssima pili ehe I'altre di R.c.L.u per
rispetto delli Capitoli di potenze di potenze accompagnati con Ii cubi,
o tanti, 0 can tutti due insieme, ehe malta pili sana Ii easi dell'aggua­
gliare dove ne nasee questa sorte di R.21 ehe quelli dove nasce I'altra,
la quale parera a molti pili tosto sofislica che reale, e tale opinione
ho tenuto anch'io, sin che ho trovato 1a sua dimastratione in Hnee
(come si dimostrara nella dimostratione del della Capitala in super­
ficie piana) 211I e prima trattaro del rnoltiplieare, ponendo la regola
del pili et meno.

Per intendere Ie espressioni seguenli, vale la pena di lener presenle
che Bombelli indica con «pili» la unitii positiva e COil «meno» /a
unita negativa, che noi indichiamo oggi semplicemente con i simboli
+ 1 e - 1 rispettivamenle; inollre egli indica can Ie espressioni «pili
di meno» e II men di meno» la unita immaginaria positiva e negativa,
cioe eii) che floi oggi indichiamo con i simbofi + i e - i rispettiva­
mente; infine la espressione «via» indica la operazione di mo/tipli­
cazione.

riguardino soltanto delle figure giacenti

23 Radice quadrata.
14 Radici cubiche legate.
2l Radici.
211I CicX con coslruzioni geometrichc che
nel piano.

lO Radici cubiche.
21 80mbelli chiama «radici cubiche legate,. queUe che
delle somme di numeri razionali e di radici quadrate.
22 Ci~ quando sia valida la relazione

(a/3)' > (N/2)'.

hanno come radicandi
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Eeeo Ie parole di BombeIli:

Pili via pili di meno, fa pili di meno
Meno via pili di meno. fa meno di meno
Piu via menD di meno, fa meno di meno
Meno via meno di meno, fa piu di meno
Pili di meno via piu di meno, fa meno
Piu di menD via men di meno, fa pili
Meno di meno via piu di meno, fa piu
Meno di meno via men di meno fa meno.

Quesle regole possono essere tradotte con i simboli attualmente adot­
tali mediante la seguente tabella:

(+I)(+i)=+i
(-I) (+i)=-i
(+ 1) (-i)=-i
(-I)(-i)= +i

(+i) (+i)=-1
(+i)(-i)=+1
(-i) (+i)= + 1
(-i) (-i)=-1.

£ interessanle osservare ehe Bombelli nOll fa disquisizioni astratle
e pseudofilosofiche sul/a «natura» di queste IlUove entittj (si limita a
dire, come abbiamo visto, che sana « .•. molto differenti dall'altre »), rna
invece diJ Ie leggi con Ie quali si opera su di esse.

Oltre al medto di aver stabilito fe regole per if calcolo delf'unita
immaginada, Bombelli ha wlche queUo di aver iniziato il ca/colo cfJe
oggi si pub chiamare dei «pofinomi in una indeterminata ».

Bombelli ricOllosce fa necessitii di dare UIl calcolo delle « incognite »
e sceglie anzitutto if nome di «tanto» per 10 quantita indeterminata,
che era giii stata chiamata «cosa» da Tartaglia.

Bombelli poi adotla anche un simbolo per tale qualltitii e per Ie sue
potenze: precisamente do che per esempio noi indichiamo con if sim­
bolo Xl, doe if cuba della qualltita indeterminata x, egli 10 indica con
if simbolo ~.

Libro secondo

Si maravigliaranno forse alcuni, che contra I'aotico usa de' Scrit­
tori Italiani, i quali £jno a questo giomo hanna scritto di questa
scientia dell'Arimetica, quando gli e occorso di trattare di quantita
incognita: essi sempre I'hanno nominata sotto questa voce di Cosa
come voce commune a tutte Ie cose incognite, ed io chiarni hora
queste quantita Tanti. rna chi bene considerara it fatto, conoscera

87



Nuovi Jlrumenti per II mllemltica

che piu se Ie conviene questa voce di Tanto che di Cosa, perche se
diremo Tanto e voce apprapriata a quantita di numeri, il che nan
si puo dire di Cosa, essendo quella voce universalissima e commune
ad ogni sostantia COS! ignata corne nota. In oltre ia trovo che Die­
fante n Auttor Greco COSt la noma, il ch'e di non piccioto argomento,
questa essere la sua propria e vera voce, essendo egli Scrittore COSt

antico, e di tanto valare (come dissi nel primo libro). Dunque non
si maravigli iJ Lettore di questa mia voce se nuova parera a moderni,
perche antichissima e per gti antichi, rna acciocM meglio possa ope­
rare in queste quantita incognite delle quali intendo di trattare in
questo mio secondo libro, cerchi di benissima farsi capace di questi
capitoletti, i quali (come per regale) ho posto nel principia di esso
danda brevemente la diffinitione di ciascuna di lora e seguitando
can J'ordine praporlianale e dovuto in queste quantita, segnando cia­
scuna col suo segna, 0 caratero, caJ quale dipoi mai sempre si natera,
e havera quella forza e vaJore che qui satta nelle sue dHfinitioni e
proprieta si vede, e per nan piu dilattarmi in' parale ven'o ad esse
diffinitioni, e prima diro del Tanta.

DilJinilione del sudetto Tanto

" Tanto adunque ~ una quantita incognita, con la quale can
il fine dell'operare, si viene a trovare un numero che Ii sia pari,
overo eguate, e venuto a questa fine si ritrova quanta c un Tan­
to (come nell'agguagliatione si mostrara) it qual Tanto si segnara
can questa caratero .2..

DilJinitione della potenza

PercM nell'operare bisogna assai volte moltipticare Ii Tanti infra
di loro, e it produtto fassi di diversa spetie, da moiti tal produtta ~

stato nominato censo, voce tanto sconvenevole, che piu dir non si
potrebbe, perche pare che punta non si confaccia in materia de' nu­
meri sapendosi generalmente che cosa significhi questa voce di censo
senza che io 10 dichi. Da altri e stato chiamato poi quadrato, it qual
nome ~ atto a generare conrusione perche bisogna pai nominare Ii
numeri quadrati e Ie superficie quadrate: pero mi son risoluto di
seguitare Diarante (come ho ratto nel restante) e chiamarlo potenza,

II Maternalico greco vissuto a Alessandria verso i1 250 d.C., scrisse lredici libri
di Arilmetica e un libra sui Numeri p()/igorra/i.
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Ia quale potenza quando euno si fa quadrato del Tanto, e si segnara
con questo caratero 2.

Dilfinitione del cubo
11 cuho e il produtto di una potenza moltiplicata via un Tanto,

che viene a servare l'ordine de' cubi, che iI produtto d'un numero
quadrato rnoltiplicato via il suo lato, fa numero cuho, parimente la
potenza, ch'e quadrata, moltiplicata via il Tanto suo lato, produce
il cuho, il quale si segnara con questo caratero ~.

Dilfinitione della potenza di potenza

La potenza di potenza e il quadroquadrato del Tanto, overo il
quadrato della potenza, overo il produtto del cubo via il Tanto, la
quale sara segnata con questo caratero ~, e tutti questi nomi sa·
ranno chiamati dignita, Ie quali (per non dilattarmi troppo) rna se­
guendo la solita brevita, non diffiniro particolarmente, parendomi
che queste bastino, poicM I'altre lutte nascono da questo. e solo
porro Ii nomi loro qui sotto, e il suo caratero.

Nomi delle dignita e forma delle loro abbreviature

Tanto ~

Potenza .:.
Cuho 2-
Potenza di potenza ~
Primo relato .:.
Potenza cuba, 0 cuho di potenza ~
Secondo relato :!..
Potenza di potenza di potenza ~

Cubo di cubo !.
Potenza del primo relato ~

Terzo relato ~

Cuba di potenza di potenza ~

Si come nella parte minore dell'Arimetica occorrono quattro atli,
cioe Moltiplicare. Partire. Sommare e Setrare, COS! nella parte mag·
giore ne occorrono cinque, Ii quattro detti di sopra, e 10 aggua­
gliare, ch'e iI quinto, il qual e i1 piu difficile ed importante. Perl> mi
forzaro di porlo in guisa che sia inteso da ciascuno, 0 sia dell'arte,
overo Ii voglia dar opera, rna prima vern) al moltiplicare.
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Del moftiplicare delle dignitii Ira di lora semplicemente

Tutte Ie dignita che si moltiplicaranno via numero non cange·
ranno iJ segno della dignita, perche il numero non ha segno alcuno
e tutte Ie quantita che non haveranno il segno Caranno l'efJetto del
numero, se bene saranno Radici quadrate, 0 cube, overa legate, 0

di qual sorte si voglia.
Quando si havera a moltiplicare dignita si sommaranno i nu­

meri delle abbreviature posti di sopra, e di quelli si formara una
abbreviatura di dignita ed iI numero che sara disparo a esse dignita
si moltiplicara semplicemente (come si moltiplicano gli altri numeri)
e per pili chiarezza porro gli in£rascritti essempij. Meltiplichisi 20
via 3 ..!. fa 60 .!.., perche si maltiplica il numero via il numero e il
produtto riserba la dignit~ delli ...:., perche numero via dignita non
fa rnutatiene la dignita (come ho detto). Moltiplichisi 3 J.. via
102., fara 30';', percM ..!. sommato can":' fa .;. et il 3 via 10
fa 30, che si gli pone al pari la .:. in questa guisa 30 .:., e senza
altro comento (essendo il modo facile per se) non mi dilattarc) in
pili longhezza di parole, rna solo per piu chiarezza porro questi
essempij, i quali faranno il medesimo effetto che il picciolo abba­
chino suol far nell'arte minore di questa disciplina per scorta ed
intelligentia de' principianti.

I!. interessante osservare che egli dO. chiaramente le regole che oggi
si chiamano della fC riduzione dei termini simili» nell'algebra efemen­
tare. Si vedona, per esempio, queste avvertenze tralte dol Libra II, che
noi riproduciama can il simbalismo dell'algebra di a88i:

Sommare di dignita»

Le dignita non si passono sommare (se non sono tutte di una
spetie) se non per via del pili (come si ~ insegnato nel primo Iibro
nel sommare di numeri con radici quadrate), come sarebbe se si
havesse a sommare 6 x con 8 x. essendo simili faranno 14 x. Ma
se si havesse a sommare 4 x con 10, non si possono sommare, se
non dire 4 x + 10 overo 10 + 4 x, che in questa caso non rilieva
qui:l9 quale si mette prima, e quanto al semmare questa esempio
bastara.

21 Ci~ somma di polenz.e della indetenninata.
ZII Non ha imponanza qui.
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La Dascita della matematica moderna





INTRODUZIONE

Abbiamo seguito 10 nascita dell'algebra a/traverso /'introduzione do
parte di Leonardo Pisano del simbolismo araba-indiano per fa rappre·
sentazione de; numeri e Ie scoperte di Cardono, Tartaglia e Bombeffi;
questa evento pub essere considerato come 10 premessa necessaria aUa
nascita nel seeo/a XVlI di nuove idee che hanna dalo aI/a matematicD
un corso del tutto tlUOvo. Queste tluove idee si passano ricondurre do
un lato aUa invenzione della geometria analitica e agfi stud; che slo­
ceranna nel calcolo infinitesimale, e daff'altro nel riconoscimento della
lutlziane del/a maternatica come Iinguaggio jondamentale di ogni scienza
che si voglia considerare esatta e in particolare di quclla scienza della
natura che stava sorgendo.

Per quanto riguarda fa inllenzione della geometria analitica, ci tro­
lIiamo di fronte ad un fenomeno che e reso possibi/e dal progresso def­
I'algebra e dalla maturazione dei suoi metodi; si potrebbe descrillere it
latto dicendo che tradizionalmente lIigella la distinzione della matema­
tica in due rami che si ritenevano distinti ed in qualche modo anche
separati: la geometria e la aritmetica, rispettivamente definite come
scienza della quantita continua e scienza della quantita discreta.

Un lenomeno importante e dato dalla commistione dei due metodi,
quelli della geometria e quelli dell'algebra; in certo senso la fisionomia
radieale della geometria analitica e data dal latta ehe viene stabilito
una specie di para/lelisma tra Ie due scienze grazie al quale Ie conven­
zioni della geometria analitica permettona di tradurre con il linguaggio
dell'algebra ogni «Iatto» geometrico: i punti sonG rappresentati da
numeri, i luoghi geometrici sono rappresentati da relazioni matemati­
che, ed in definitiva i problemi geometrici vengono tradotti in pro­
blemi dell'algebra 0 dell'analisi matematica.

Questa procedimento sarebbe stata molta difficile in un periodo pre­
cedente, prima che l'algebra avesse maturato gli strumenti per fa riso­
luzione dei suoi problemi; semmai, nell'epoca c1assica, la geometria
veniva utilizzata per risolvere dei problemi che oggi vengono conside­
rati come di competenza dell'afgebra.

Questa operazione che si potrebbe chiamare di «commistione» di
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metodi, iniziata con 10 invenzione della geome/ria analitica, ha avuto
dei risultati di una leconditli straordinaria. Tra Ie tante conseguenze che
ne sonG seaturite bastera ricordare che, da questo parallelismo tra me­
todi, la matematica e stata portata a pone uno dei problemi eire sonG
stati alforigine del calcolo infinitesimale: il problema della determina­
zione della tangente ad una curva in un suo punto, che ha condotto
Newton alla nozione di • derivata. di una /unzione.

In certo sensa si potrebbe dire che la geometria ha posto alia mate­
matica i problemi del continuo e quindi ha posto Ie premesse della trat­
tazione degli infinitamente piccoli e degli infinitamente grandi, che hanno
dato origine al calcolo infinitesimale e quindi alfanalisi matematica
modernamente intesa.

Non va pero dimelllicato eire allo svifuppa di questi nuovi metodi,
cITe apriranno fa strada alia matematica modema, hanna contribuito
anche Ie nuove concezioni riguardanti la materia.

Si puo dire che 10 nascita della matemalica modema e stata ancITe
provocala dalfe ricerche di GoWeo, if quale ha escogitato dei metodi per
risolvere i problemi riguardanti la determinazione del volume della slera
e per trallare i problemi di meccanica razionale che clriaramente pre­
ludono al calcolo infinitesimale.

Gia la matematica greco, soprattutto con Archimede, aveva risolto
in maniera impeccabile alcuni problemi riguardanti Ie figure a contomo
non rettilineo: cerchio, parabola, s/era ecc. Ma con GaWeo troviamo
chiaramente impastata la rieerca di algoritmi nuovi, ci accorgiamo di
respirare aria diversa da quella respirata dai greci. In particolare e
anche do ricordare che con Galileo si imposta un problema riguardante
gli insiemi infinit; che avevano condollo ai paradossi sui quali si era
arenata 10 rieerca dei greci; Gameo inveee arriva a soluzioni rigorose
sullo strada della critica della nostra capacita di espressione e della
portata dei nostri ragionamenti. Si potrebbe dire che 10 trattazione dei
problemi meccanici ha posto a GaWeo chiaramente la necessita di • in­
ventare. una nuova matematica; un insieme di metodi che erano ispi.
rati dalla intuizione della materia considerata come un • continuo •.

t:. anche da osservarsi che la /ormulazione rigoro5O del coneetto di
continuita sara data soltanto daUa matematica del secolo XIX; se si
pensa a questa si comprende meglio quale sia 10 portata e l'importanza
che la intuizione spaziale, la immaginazione, la lantasia possono avere
nella ricerca matematica.

La concezione della materia considerata come continua e Ie lIuove
esigenze paste dalla trattazione dei lenomeni della meccanica razionale
COlldurranno il genio di Newton a porre le basi della /luova matema­
tica: il concetto londamentale di « lunzione» clre chiaramente entra per
10 prima volta ill modo esplicito nella matematica e la dominera per
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tulto it seguito. insieme con 10 concezione delfa continuitlJ, aprono fina/­
mente 10 strada alIa introduzione di metod; che dominano f'infinitamente
piccolo e l'infinitamente grande.

Va detto che anche in questa campo 10 Jormulozione precisa e 10
presentazione rigorosa di quest; algori/m; sora compito della maternatiea
del $eCoio XIX; ma quest; scopritori di terre nuave dimostfano di avere
una intuidone che Ii salva dag/; errori. una aderenza alia rea/tiJ ed una
capadla di creare che, accoppiate, Ii portuno a conquistare de; territor;
che soitunto molto tempo dope soranno dejinitivamente passedut; dolla
matematica.

Accanto 01 genio di Newton va rieordato queUo di Leibnitz, che do
parte sua «inventO,. if simbo/ismo per trottare questi nuovi ent; di cui
10 malematica andava arricchendosi e feee fare un passo imporlantis­
simo al calcolo infinitesjmale; db si comprende ricordando quanto ab­
biomo delto a proposilo dei simbolj e della loro importanza /lei progresso
della seienza.

L'illvenzione della geometria analiliea e 10 naseila del calcolo infi­
nitesimale lanno passare in secondo piano 10 svifuppo di allri rami, che
si presenlavano allora quasi come delle curiosilii 0 delle questionj legate
al gioco (si ricordi la naseita del calcolo delle probabilitii, occasiOnala
da un problema di gioco) rna che diventarono poi dei capitoli londa­
menlali della matematiea di 088i. Basli pensore alta importanza che ha
la statistica per 10 scienza di oggi, e non soltanto per la cosiddetta seienza
pura, ma soprattutto per I'economia, per Ie scienze sociali, insomma per
wtte quelle attivitii intelletluali che hanna una jncidenza cost grande per
10 nostra vita, anehe quella di lulti i giorni.

[nfine ~ do ricordare che in questo tempo incomincia anchc 10 fisica
propriamente detta, con 10 meccanico dei puidi, oceanlo 0110 meccanica
dei corpi rigidi.

Jl genio di Pascal 10 condusse ad un'onalisi critieo radicole delte con·
cezioni che si avevono sull'ario e 10 condusse addiritturo a II pesore ,.
tutta l'aria esislente al mondo, con un procedimento che ci appare di
una semplicitii sconcerlante e che si presenta come if lampo di luee che
rischiara i brancolamenti nell'oscurittl della melafisica e del ragionamento
capzioso e infondalo che erano comun; a molti scienz.iati suoi contem­
poranei,

In sintesi potremmo dire che i secoli XVI e XVll vjdero la nascita
della matematica modema, nel senso che vennero posti e risolti quei
problemi che condussero alta analisi dell'infinitamente piccolo e dell'in­
finitamente grande, cioe alta malematica come la conosciamo oggi.

GU scritti dei protagonisti di questa fioritura imponenle che segna
10 noscita della scienza di oggi sono straordinariamenle interessonti: Ie
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pagine di Galileo, de Fermat, Descartes, Pascal, Nelllton, Leibnitz che
abbiamo seelto sana solo alcune di queUe che si possono presentare nel·
l'ordine di idee eire abbiamo esposto.

GAll LEO GAllLEI

GaWeo Galifei (1564·1642), la cui figura e ben nota, e considerato
a ragione uno dei jondatori della scienza nella accezione moderna del
termine. Matematico, filosojo, astronomo, fisico, egli dette prova di una
penetrazione e di una capacitd creativa clre ne lecero Ull gigante del
pensiero di tutti i tempi e di /utte Ie genti.

Sono rimaste celebri Ie sue scoperte di astronomia e la dijesa eire
egli jece def sistema copernicano, insieme con fe vicissitudini a cui tale
dijesa diede luogo e COIl le persecuzioni eire egli dovette subire in con·
seguenza, do parte dei teologi suoi contemporanei.

Al suo nome e collegata una certa concezione della scienza che pro­
clama anzitutto di jondarsi sufl'esperimento come unica jonte di infor­
mazione primaria sulla natura, e in secondo luogo rifiuta gli schemi di
una metafisica legata aile idee oristoteliche e preconizza l'appello alia
esperienza come unico criteria per la acceltazione a il rifiuto di una ipo­
tesi e di una /eoria.

I.e sue opere sono cltusiche, non s01lanto per la filosofia della scienza,
rna anche per la letteratura italiana, perche, in un secolo che era dedito
al manierismo, egli diede un esempio jorse insuperato di prosa scientifica
priva di jronzoli, rna dotata di una vivezza eccezionale di espressione.

L'abilitii espressiva e la forzo polemica 10 resero capace di mettere
in ridicolo gli avversari e di combattere COil grandissima efficacia per
Ie proprie idee, forse anclre provocando lion poche delle inimicizie eire
gli amareggiarono la vita e specialmente fa vecchiaia.

Egli coltivb la matematica nOll come vocaziolle per cosi dire prima·
ria, rna con I'atteggiamento di chi vuoie perjezionare 10 strumento pia
potente clre Ira a disposizione per la conoscenza della natuTO. Pertanto
egli pub essere considerato soprallutto come un {isico ed 1m {ilosofo della
scienza, e come un cuitore di matemalieaappfiCtlta.Ma. come vedremo,
egli ebbe anelre delle intuizioni aeutissime nel campo della matematica
pura; inoftre i suoi elfunciati metodologici a proposito delle scienze fisi.
che (per esempio la classica pagina eire riportianro in cui e contenuto
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l'enUlleiato di quello ehe si chiama oggi il • principia di relalivita gali­
feiana If) inleressana direttamenle anche la matemalica, fa quale, a par­
tire dal/'epoca di Galileo, e diventata it mezzo principale di espressione
della meccanica e della fisica.

Si pub dire, can una eerta presunzione di eertezza, ehe si delle pro­
prio a GaWeo l'aDermazione ehe il linguaggio della scienza e la mate­
matico, cioe l'aDermazione piu chiara di uno dei caratteri londamelltali
della scienza rnodernamente intesa. Si potrebbe dire ehe questa atteggia­
mento ispira allehe fe sue polemiehe eontro 10 scienza del suo tempo,
polemiche eire si trOllano sparse in tutle Ie sue opere, rna speciofmente
nel Dialogo sopra i due massimi sistemi.

Qui si scantrano eonlinuamente Ie due metodologie: quella della
scienza uffieiale di allora, ehe adottava Ie eategorie ed i metodi della
metafisiea aristoteUea, e quella di Galileo, ehe lIoleva eire si adottassero
i metodi moderni, ehe Ie osservazioni lossero piu precisamente tradolte
in rnisure e fossero espresse con i simboli matematici, che Ie deduzioni
fossero nOn ragionamenti, rna pia precisarnellte cofcoU a deduzioni geo­
metriche, ehe infine ogni deduziolle fosse confrontata can fa realta me­
diante aUre misure.

A ben guardare, si hanna qui delle imposlazioni metodologiche Ie
quali lIanno ben al di Itl della sempliee aDermazione della necessitd del
metodo sperimentale: si va pia al fonda e si aDerma la necessita di un
certo linguaggio della scienza.

If passe eire segue e Iratlo dal diafago II saggiatore cat! if quafe Gali­
leo risponde af Padre gesuita Orazio Grassi if quole avella serilto un'opera
intitolata La libra (cioe 10 bilalleia); if Wolo della rispasta galileiatla
e gid polemico di per se, perehe if sQgg;alore e la bilancia dell'orefiee,
in grado quindi di misurare i pesi can una precisione molto maggiore
di quella della sempliee • libra If.

« ... La filesofia I ~ scritta in queste grandissime libro che con­
tinuarnente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dice I'universe), rna
non si pub intendere se prima nen s'irnpara a intender Ia lingua e
conoscer i caratteri, ne' quali e scritto. Egli e scritto in lingua rna­
tematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure geome­
triche, senza i quali mezzi ~ impossibile a intenderne umanamenle
paroIa; senza questi e un aggirarsi vanamenle per un oscuro labe­
rinlo ».

J Qui il termine • filosofia» vuole indicare quella che aHora si chiamava c filosofia
nalurale », ci~ quella che noi oggi chiamiamo piulI05to semplicemente c seienza ..
o anche c scienza della natura ».

97



La nascita della maternatica modema

Per usdre dol If laberinto », Galileo si trovo a con/rontarsi con oleum·
fro i problemi pia importanfi della matematica, problemj che erano stati
sfiorati dalla matema/ica classica e che costituiscono anclle i punti chiave
della matematica modemamente intesa.

Uno tra questi problemi si potrebbe chiamare il problema dell'infinito.
Ricordiamo che gill 10 matematica classica aveva avuto /0 necessitii

di tratlare deg/i insiemi di elementi in frumero infinito (tipico l'insieme
dei numeri interi) e che Eucfide aveva dimostrato che il numero dei
lIumeri primi e infinito lacendo vedere che l'ipotesi che si possano enu­
merare tutti i numeri primi conduce ad una conclusione assurdu (cfr.
pag. 35).

Anche la geomelria classica aveva posto dei problemi che erano sfo­
ciati nella anafisi degfi insiemi infiniti; i matematid si erano trovati
di Ironte 01 latto che non e possibife enumerare tutti i punti di un
segmento e che, dati che siano due punti qualisivogfiano, tra essi ne
esiste sempre almeno un altro.

D'altra parte la scoperta, che si la risalire alia scuola pitagorica,
della esistellza di coppie di segmenti incommensurabifi tra foro, ha come
conseguenza la dimostrazione del lotto che non esis/e, per cos, dire, un
« atomo» dello spazio geomefrico e che quindi una linea qualesivogfia,
in partico/are un segmento, eda intendersi come indefinitamente divisibi/e.

Ma Calileo non si urti} solo con queste difficolti:l: dovette anche scon­
trarsi con 10 mentalita di tipo filosofico dei suoi contemporanei e can
gli ostacoli posti du una strano concezione della teologia del suo tempo
secondo fa quale ogni discorso che riguardasse l'infinito era do consi·
derarsi come sospelto di eresia.

Galileo, precorrendo la concezione che nel secolo XIX il genio di
G. Cantor ebbe dell'infinito, propone una soluzione apparentemente para­
dossale, che sembra contraddire l'assioma di Euclide che aDerma: « ... it
tutto e maggiore di ogni sua parte ».l

Inlatti Galileo osserva che se si considera un insieme infinito, e pre­
eisamente quello dei numeri inted. e si considera un sottoinsieme pro­
prio di questo, e precisamente quello degli interi che SOIlO de; qua­
drati di altri, questo secondo insieme costituisce a pietlo diritto una
parte del tutto sopra considerato.

Ma non si puo dire che il « tutlo» sia maggiore della sua parte; per·
che e possibile stabifire una corrispotldenza biunivoca 10 quale associa
ad ogni elemento del tulto Uti elemento della parte. e eio a buotl diritto
porta a concludere che il tutlo euguale a quella sua parte che si considera.

La sofuzione che Galileo dli del paradosso e da cOnsiderarsi valida
ancora oggi: anaUzzando quale sia il significato della re/azione di «ugua­
gfianza », che pare tanto intuitiva e sempUce. ma che nel caso di insiemi

1 err. Pat. JJ (vel"Sione del Vacca).

98



Cameo Galilci

in/initi rivela delfe strone difJicoltlJ. egli e portato a coneIudere che nel
caso di insiemi infinitj 10 relozione delle essere definita In modo sped­
{ieo; pub aI/venire in/atli ,he Ie cQtegorie che sana valide per gli insiemi
{initi (come I'enunciato dell'assioma euclideo che abbiamo ricardato)
non siano valide per gli insiemi infinili.

II passe che segue e tratto do; Discorsi e dimostrazioni matematiche
intorna a due nuove scienze, giornata I. A proposito de; personau;
che Galileo introduce nel suo dia/ogo, va ricordato che Filippo Salviati,
nobile fiorentino, lu discepolo di Gali/eo, ed ;n seguito divenne suo
arnico; nel Dialogo sopra i due massimi sistemi Salviati roppresenta Gali·
leo stesso; Giovan/rancesco Sagredo, patrizio veneto, /u pure discepofo
di Galileo e divenne suo ornico; nei dialog/ri gafifeiani Sagredo rappre·
senta in certo modo l'interlocutore ella lion e eompetente, ma e dotato
di spirito libero e eritieo; Simplicio lion rappresenta un personaggio
storioo, vissuto all'epoca di Galileo: egli rieeheggia nel nome un cele­
bre eommentatore di Aristotele, del VI seeolo dopo Cristo; Ie sue argo­
mentaz-ioni sono ispirate alla filosofia aristotelico-scolastiea dominante
all'epoca di Galileo;. pertanto egli rappresenta it « tipo. del dolto, oon­
temporaneo di GaWeo, e quindi una classe e la sua mentalita, piutto­
sto ehe una persona determinata.

SALVIATI - Queste son queUe difficolta che derivano dal di­
scarrer che noi facciamo col nastra intelletta finite intorna a gl'infi­
nili, dandogli quegli attributi che nai diama aile cose finite e ter­
minate; il che penso sia inconvenienle, percM stimo che quegli
attributi di maggioranza, minorita ed egualita non convenghine a
gl'infiniti, de i quaH non si pub dire, uno esser maggiore 0 minore
o uguale aU'altro. Per prava di che gia mi sovvenne un 51 falto
discorso, il quale pet pill chiara esplicazione proporro al sig. Sim­
plicio, che ha mossa la difficolta. 10 suppongo che voi bcnissimo
sappiate quali sana i numeri quadrati e quali i non quadrati.

SIMPLICIO - So benissimo che i1 numero quadrato e queUo che
nasee daUa moltiplicazione d'un altro numero in se medesimo: e
COS! it quattro, il nove etc. sono numeri quadrati, nascendo queUo
dal due, e questo dal tre, in se medesimi moltiplicati.

SALVIATI - Benissimo: e sapete ancora, che si come i prodotti
si dimandano] quadrati, i producenti, cioe quelli che si multipli­
cano, si chiamano lati· a radici; gli altri poi, che non nascono da

J Chiamano.
• Questa nomenclatura, gil incontrata, ~ di cvidcntc significato.
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numeri multiplicati in se stessi, nan sona ahrimenti quadrati. Onde
se ia dire, i numeri tutti, comprendenda i quadrati e i nan quadrati,
esser piu che i quadrati soli, dire proposiziane verissima: non e
COS!?

SIMPLICIO - Non si puc dire altrimenti.
SALVIATI - Interrogando io di poi, quanti siano i numeri qua­

drati, si pub con verita nspondere, lora esser tanti quante SODO Ie
praprie radici, avvenga che 5 ogni quadrato ha Ia sua radice, ogni
radice iI suo quadrato, ne quadrato alcuno ha piu d'una sola radice,
ne radice akuna pili di un quadrato solo.

SIMPLICIO - COS! sta.
SALVI AT I - Ma se io domandero, quante siano Ie radici, non

si puc negare che eUe siano quante tutti i numeri, poiche non vi e
numero alcuno che non sia radice di qualche quadrato; e stante
questo, coDverra dire che i numen quadrati siano quanti tutti i nu­
meri, poiche tanti sono quante Ie lor radici, e radici son tutti i nu­
meri; e pur da principia dicemma, tutti i numeri esser assai pili
che tutti i quadrati, essendo la maggior parte non quadrati. E pur
tuttavia si va Ia mohitudine de i quadrati sempre con maggior pro­
porzione diminuendo, quanto 6 a maggior numeri si trapassa; perche
sino a cento vi sono dieci quadrati, che e quanta a dire la decima
parte esser quadrati; in dieci mila solo la centesima parte son qua­
drati, in un millione solo la millesima: e pur nel numero infinito,
se concepir 10 potessimo, bisognerebbe dire, tanti essere i quadrati
quanti tutti i numeri insieme.

SAGREDQ - Che dunque si ha da determinare in questa acea­
sione?

SALVIATI - 10 non veggo ehe ad altra decisiane si possa ve­
nire, che a dire, infiniti essere tutti i numeri, infiniti i quadrati,
infinite Ie lor radici, ne la moltitudine de' quadrati esser minore di
quella di tutti i numeri, ne questa maggiore di quella, ed in ultima
conclusione, gli attributi di eguale maggiore e minore non aver
luogo ne gl'infiniti, rna solo nelle quantita terminate.'

Abbiamo visto come GaUleo concepisse l'importanza della matema­
tica per fa scienza della natura; questa posizione e stata espressa nella
celebre pagina che abbiamo riportato.

5 Perchl!.
6 Quanto piu.
1 Finite.
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L'Qculezza deIla sua osservazione e to sua estrema inventivitti nella
esperimentQzione /0 por/arono ad enunciare anche de; principi londa­
men/ali per 10 meccanica e per to /isica de; seco/i successivi.

Uno di questi principi viene ancora aggi chiamato ff principio di
re/ativila ga/i{e;ana ....

In sostanZQ Galilea, nel suo in/enio di dimostrare if Jatto ehe 10
Terra si mUOlle, giunse a pors; if problema se abbia sensa rUevare can
esperimenti il latto ehe s; muove un certa carpo, con it quale l'osser­
valore sia solidale (corpo ehe quindi costituisce un fl sistema di riferi·
menlo .. per l'osservatore). tenendo conto del Jatto ehe gli esperimenti
debbono riguardare soltanta il riferimento e quindi l'ambienle lief quale
l'osservatore si trovo. fgU giunse quindi ad enunciare la invarianza delle
leggi della meccanica razionale quando siano espresse rispetto ad un
ri/erimento che oggi viene chiamato &' inerziale .. con it vocabotario della
scienza moderna.

La pagina che segue e traita dol Diologo sopra i due massimi sistemi,
II giornata. Sa/viati, che abbiamo gia incontrato nei Discarsi, espone
una esperienza abbastanza immediata, che permette appunto di dedurre
la legge di relativila galileiana.

In questo passe c'e da osservare non soltanto J'acutezza delle osser­
vazioni, ma anche la particolare vjvacita della descrizione; qualit<) que­
sta che la comprendere con quanta ragione Gali/ea sia da ricordare, come
abbiamo detto, non so/tanto come scienzjato. rna anche come scrittore
e creatore della lingua italiana.

SALVIATI - ... Riserratevi can qualche arnica nella rnaggior
stanza che sia sotto coverta di qualche gran navilio, e quivi fate
d'aver rnosche. farfalle e simili animaletti volanti; siavi anco un
gran vasa d'acqua, e dentrovi de' pescetti; sospendasi anco in lato
qualche secchiello, che a goccia a goecia vada versando dell'aequa
in un altro vaso di angusta boeea, ehe sia posto a basso; e stando
ferma la nave, asservate diligentemente come quelli animaletti con
pari velocita. vanna verso tuUe Ie parti della stanza; i pesci si ve·
dranno andar notanda' indifferentemente per tutti i versi; Ie stille
cadenti entreranno tutte nel vasa sottaposta; e vai, gettando al·
I'arnico alcuna casa, nan pili gagliardamente la dovrete gettare verso
quella parte che verso questa, quando Ie lanlananze siena eguaH; ,
e saltando voi, come si dice, a pie giunti, eguali spazii passerete da

• Nuotando.
, Ci~ se la nave sta fenna. per gettare un oggetto verso una qua!unque direzione
occorre sempre la Slessa rona; inohre gli animali si muovono in tutle Ie direzioni
indiflerenlemente e Ie gocce d'acqua cadono in direzione perfeltamente venicale.
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tuue Ie parti. Osservate ehe avrete diligentemente tutte queste cose,
bencM niun dubbio ci sia che mentre il vassello 10 sta (ermo non
debbano sueceder cosi, fate muover la nave can quanta si voglia
velocits; che (pur che il mota sia uniforme 11 e non fluttuante in qua
e in Ill.) voi non riconoscerete una minima mutazione in tutti Ii nomi­
nati cffeui, ne da aleuno di quelli potrete comprendere se la nave
cammina 0 pure sta ferma; voi saltando passerete nel tavolato i
medesimi spazii che prima, ne, perche 12 la nave si muova velocis­
simamente, farete maggior salti verso Ia poppa che verso la proa,
bencM, nel tempo che voi state in aria, it tavolalo sottopostovi
scorra verso la parte contraria al vostro saito; e gettando aleuna
cosa al compagno, non con piu fona bisognera tirarla, per arri­
varlo U se egH sarA verso la proa e voi verso pappa, ehe se voi Custe
situati per ]'opposilo; Ie gocciole cadranno come prima nel vasa
inferiore, senza caderne pur una verso pappa, benche, mentre la
gocciola e per aria, la nave scorra molti palmi; i pesci nella lor
acqua non con piu fatiea noteranno verso la precedenle che verso
la sussequente parte del vaso, ma can pari agevolezza verranno al
cibo posto su qualsivoglia luogo dell'orlo del vaso; e final mente Ie
farfalle e Ie mosche continueranno i lor voH indifferentemente verso
tutte Ie patti, ne mai accadera che si riduchino 14 verso Ia parte che
riguarda Ia pappa, quasi che fussero straeehe in tener dietro al
veloce corso della nave, daUa quale per lunge tempo, trattenendosi
per aria, saranno slate separate; e se abbrueiando aleuna lagrima
d'incenso si fara un poco di furno, vedrassi aseendere in alto ed a
guisa di nuvoletta trattenervisi, e indifferentemente muoversi non
piu verso questa ehe quella parte. E di tutta questa corrispondenza
d'effetti ne e eagione I'esser it moto della nave comune a tutte Ie
cose contenute in essa e all'aria ancora, che percio dissi io che si
stesse satto coverta; cM quando si stesse di sopra e nell'aria aperta
e non seguaee del corso della nave,!' differenze piu e men notabili
si vedrebbero in alcuni de gli effetti nominati; e non e dubbio ehe
it fumo resterebbe in dietro, quanta I'aria stesS8; Ie mosche pari-

10 Vasc:ello.
11 Quesla ~ I'ipolesi essc:nziale della relatividl galilciana: i due rUerimenli dcbOOno
muoversi di mOIO renilineo ed uniforme I'uno riSpellO aU'ahro. Allora non vi
sono esperimenli che possano far dc:cidere che "uno si muove e I'altro sla fermo.
12 Nonostante che.
U Colpirlo.
14 Riducano.
IS Non lrascinata con ~ dalla nave.
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mente e Ie farfaJle, impedite daU'aria, non potrebber seguire it moto
della nave, quando da essa per spazio assai notabile si separassero;
rna trattenendovisi vicine, perche la nave stessa, come di fabbrics
anfraltuosa, porta seea parte detl'aria sua prossima, seoza intoppo
o Catiea seguirebbon 1a nave, e per simil cagione veggiamo tal volta,
nel correr la posta,l6 Ie mosche importune e i tafani seguir i cavalli.
volandogli ora in questa ed ora in quells parte del corpo; rna nelle
gocciole cadenti pochissima sarebbe 18 difTerenza, e De i salti e De
i proietti gravi, del tutto impercettibile.

SAGREDO - Queste osservazioni, ancorche navigando non mi
sia caduto in mente di farle a posta, tuttavia son pill che sicuro che
succederanno nella maniera raccontata; in confermaziooe di che
mi ricordo essermi ceoto volte trovato, essendo nella mia camera,
a domandar se la nave camminava 0 stava ferma, e tal volta, essen­
do sepra fantasia, ho creduto che ella andasse per un verso, mentre
il mota era al contrario...

Le quaUtii di osserl/alore e di esperimentatore di GaWeo sono state
gia rilevate; e interessante ricordare ehe egfi Ie esercitO nei campi pia
svariati servendosi delle occasioni che ad una persona disattenta appa­
rirebbero del tutto banaU, per dedurre 0 per confermare delle leggi della
fisica. Per esempio /0 circostanza della pulitura di una lastra di oUone
can 10 scalpello e /'osservazione del fatto ehe 10 sealpello tailioita emette
un sibifo, lasciando contemporaneamente Illla striatura sui metallo, serve
a Gali/eo per conjermare Ie leggi dell'acustiea e per aequisire una ulte­
riore ehiarezza sui fenomeno della emissione del suono.

Nel passo ehe segue, tratto dai Discorsi e dimostrazioni matemati­
che inlomo a due nuove scienze, Giornata I, siamo di Ironle alle dij­
/ieoltii della registrazione delle onde sonOre, registrazione ehe era impos­
sibi/e alia teeniea del/'epoca e ehe inveoo Gali/eo supera con la sua stra­
ordinaria eapacita di osservazione e di eoordinazione dei vari jenomeni.

SALVIATI - Bellissima osservazione per poter distinguere ad
una ad una Ie onde nate dal tremore del corpo che risuona, che
son poi queUe che, diffuse per I'aria, vanna a far la titillazione de'l
timpano del nostra orecchio, la quale neIl'anima ci doventa suono.
Ma dove che it vederle ed asservarle nell'acqua non dura se non
quanta dura la confricazione'7 del dito, ed anco in questo tempo

M Net carrere delle carrozze.
17 Agituione.
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non sono permanenti, rna continuarnente si fanno e si dissolvono,
nOD sarebbe bella cosa quando se De potesse far con grand'esquisi­
tezza di queUe che rest'assero lungo tempo, dico mesi ed anni, sf
che desser cornmodit~ di poterle misurare ed agiatamente numerare?

SAGREDO - Veramente io stimerei sommarnente una tale in­
venzione.

SALVIATI - L'invenzione fu del case, e mia fu solamenre I'os­
servazione e 'I far di essa capitale e stima come di nobi! contempla­
zione, ancor che di fattura in se slessa assai vile. Raschiando con
uno scarpello di ferro tagliente una piastra d'ottone per levarIe
alcune macchie, nel muovervi sopra 10 scarpello can velocita, sentii
una volta 0 due, tra molte strisciate, fischiar ed uscime un sibilo
molto gagliardo e chiaro; e guardando sopra la piastra, veddi un
lungo ordine di virgoletle sottili, tra di loro parallele e per egualis­
simi intervalli l'una dall'altra distanti. Tornando a raschiar di
nuovo pili e pill voIte, m'accorsi che solamente nelle raschiate che
fischiavano lasciava 10 scarpello Ie 'nlaccature sopra la piastra, rna
quando la strisciata passava senza sibilo, non restava pur minima
ombra di tali virgolette. Replicando poi altre volte 10 scherzo, stri·
sciando ora con maggiore ora can minor velocitll, iI sibilo riusciva
di tuono liar pill acuto ed or pill grave; ed osservai, i segni fatti
nel suono pili acuto esser pHi spessi, e quelli del piu grave pili radi,
e tal volta ancora, secondo che la strisciata medesima era fatta verso
'I fine con rnaggior velocita che nel principio, si sentiva il suono
andarsi inacutendo, e Ie virgoleue si vedeva esser andate inspessen­
dosi, rna sempre con estrema lindura e con assoluta equidistanza
segnate; ed oltre a cio, nelle strisciate sibilanti sentivo tremarmi it
ferro in pugno, e per la mano scorrermi certo rigore: ed in somma
si vede e sente fare al ferro quello appunto per che faeciamo noi
nel parlar sotto voce e nell'intonar poi it suono gagliardo, che, man­
dando fuora iI fiato seDza formare il suono, non sentiamo Della
gola e nella bocca Farsi movimento alcuno, rispetto perc ed in com·
parazione del tremor grande che sentiamo farsi nella laringe cd in
tutte Ie Fauci nel mandar fuora la voce, e massime in tuono grave
e gagliardo...

Tornando ad argomenti di matematica, ricordiamo che Galifeo e la
sua scuola portarono un cOlltributo fondamentafe af nascere di quefl'im-

II Tono.

104



G.Weo Galilei

porlante capitola della maternatfea che e l'onoUs; maJematica, prima
COn Gali/co stessD e poi con Evangelista Torricelli,19 allievo di Ga/i­
leo, che fu uno del londatori di quella geometria degli indillisibili che,
aUrol/ersa Ie idee di Bonaventura CavalierjlO e di LueD Valerio,11 porto
01 concetto di imegraIe, cos! come e aggi concepito.

Alta base della intuizione di Gali/eo stu il procedimento che porta,
per esempio, a dividere un solido in tr fettine .. e a ritenere equivalent;
(cioe di uguale volume) due solidi che siano seeat; do pian; apparte­
ncnt; ad un fascia di pian; parol/eli in figure di aree eguali. Jl caso
tipico dell'applicazione di questa criteria e dato dol procedimento di
GaWeo per oltenere jl IJOlume della sjera, procedimenlo che porta alIa
considerazione della ligura che viene da lui stesso ehiamata « seodella •.

II ragionamento di Galileo, esposto in forma moderna e riferito alla
figura, e sostanziafmente if segucnte: consideriamo un semieerchio avente

c per diametro il segmento AS e sia CF il
Ar----:i;<:-----,B raggio perpendicolare al diametro stesso.

/1'" Sia ABDE il reltangolo avenle AB come
G I H / 1 '" l 0 N base. ed avente il lato opposto ad AB

V Y tangente al semicerchio. Facendo ruotare
/ "'-.... ./' '" j/ semicerchio attorno alia retta su cui sta

il segmento CF si ottiene una semis/era
o F E di diametro AB; 10 stesso movimento di
rotaziolle fa descrivere 01 rettangolo ABDE it dUndro aVetlte come asse
la stessa retta su cui sta CF. Si suppone di conoscere il volume del
cilindro; e chiaro che il volume della sfera sara noto quando sia noto
il volume del solido (<< scodella. per I'appunto) compreso tra it cifin­
dro e ta slera.

Ora if procedimento di Galileo per ealeolare il volume delfa «sea­
della. e il seguente: consideriamo il cono ehe ha vertice tiel punto C.
centro delfa sfera e come cerehio di base quello descritto dal lato DE
del rettanga/o; orbene si verifiea ehe la «scodella. ha 10 stesso volume
del cono ora nominato; e db perch~ se si tagliano il cono e la ffscodella.
COlt un piano quale si voglia, perpendicolare all'asse di rotazione. si
ottengono delle aree equivalenti. Predsamente tagliando if eono si ot­
tielle ovviamente un cerehio, tagliando la «scodella. si ottiene una

" 1608-1647; prosegui e estesc Ie riecrche di Cavalieri.
2lI 15981.1647; frale dell'ordine dei Gesuali di S. Gerolarno; docente all'Universill
di Bologna; delinw i1 procedirnenlo che fu poi completlllo da Torricelli, compren­
dendone I'importlln:l:a, come mOSlrano Ie seguenli parole scrittc a Galileo: .. Ho
perfetlionalO un'opera di geometria... et ~ eosa nova, non solo quanlo aUe cose
trovate, rna anca al modo di trovarle...•.
21 1552.1618; Galileo 10 chiamtl, come vedremo (pag. 107) .. nuovo Archimede
dell'etl naslra •.
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corona circofare, che ha come circonferetlza estema quella del cilindro
e che ha area uguale a quella del cerchio secato dol piano sui cono.

Ii passo che segue e IraUo do; Discorsi e ragionamenti septa due
nuave scienze, Giornata /. Salviali (che, come abbiamo gia detto, imper­
sona Galileo nef dialogo) espone 10 coslruzione della «scodcfla» e fa
dimostrazione del fatlo che if cono ha 10 stesso volume del solido che
si ottiene dal cilindro togliendo /0 « scodella »; la dimostrazione e basala
sugli «;ndiv;s;bili », doe viene oltenuta soslanz;almente immaginando
i solidi come costituit; da « fettine» sottilissime; idea che sara poi svi­
luppata nef calcolo integrale moderno con perfeuo rigore.

SALVtATI - t necessario fame la figura, perche la prova e pura
geometrica. Per tanto intendasi 22 il mezzo cerchio AFB, il cui cen­
tro C, ed intorno ad esso il parallelogrammo rettangolo ADEB, e dal
centro a i punti D, E siano tirate Ie rette CD, CE; figuriamoci poi iI
semidiametro CF, perpendicolare ad una delle due AB, DE immo­
bile, intendiamo intorno a queUo girarsi tutta questa figura: e mani­
festo che dal rettangolo ADEB verra descritto un cilindro, dal semi­
circolo AFB una mezza sfera, e dal triangola CDE un cona. (nteso
questa, vaglia che ci immaginjama esser levata via I'emisferia, la­
sciando pero iI cono e quella che rimarra del cilindro, il quale, dalla
figura che riterra simile a una scodella, chiameremo pure scodella:
della quale e del cona prima dimostreremo chc sona eguali; 1] e poi
un piano tirata parallelo al cerchia che e base della scodeJla, it cui
diametro e la linea DE e centro F, dimostreremo, tal piano, che
passasse, v.g.:M per la linea GN, segando la scadelJa ne i punti G, /,
0, N, ed iI cona ne' punti H, L, tagliare la parte del cana CHL,
eguale sempre alla parte della scodella, che e come se dicessimo un
nastra di larghezza quanta e la linea GJ (natate che cosa sono Ie
definizioni de i matematici, cbe sono una imposizione di nomi, 0
vogliam dire abbreviazioni di pariare, ordinate ed introdotte per
levar 10 stento tedioso che voi ed io sentiamo di presente per non
aver convenuto insiemc di chiamar v.g. questa superficie f1astro cir­
colore, e que! solido acutissimo della scodella rasoio rotondo): ~ or
comunque...

22 Si consideri.
23 Beninteso in volume.
24 Verbigrazia, doe per esempio.
25 Questo alleggiamenlo nei riguardi delle definizioni della matematica si ritrova
esallamente in B. Pascal, come si pu~ conslatare nel r,asso riportalo dalla sua
opera De l'espril ,oomltrique el de tarl de persuader (c T. pag. 123).
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Qui SaIviati prosegue net dimostrare che fe due aree, quefla circo­
lare, seeata dul piano sui cono, e queffa deffa corona circalare, secata
dol piano sullo f( scodel/a., sana ira lora uguali, quale che sia if piano
secanfe. La dimostrazione eelementare ed alla portola di chiunque cano­
sea 10 geometria euclidea elemenlate.

Salviati, dopo aver dimastrolo questo. non dimastra che i due solidi
sana Ira lora uguali, rna timunda per /a dimostrazione alla

« ... duodecima proposizione del libra secondo De centro gravi·
tatis solidorum posta dal Sig. Luea Valerio, nuovo Archimede del­
!'eta nastra [ ... ] it quale per un sllfO suo proposito se oe servi, sf
percM oel caso nastra basta l'aver veduto come Ie superficie gia
dichiarate :l6 siano sempre eguaJi, e che. diminuendosi sempre egual­
mente, vadano a terminare I'una in un sol punlo e J'altra nella cir­
conferenza d'un cerchio, maggiore anco di qualsivoglia grandissimo,
perche in questa consequenza sola versa la nostra meraviglia ».

In altre parole, 10 cosa che meravig/iava Galileo era che si potesse
avere un'area (quefJa della corona circelare) clle tende verso 10 zero,
nonostantc it /atto che una sua dimensione non si annulli, mentre nel
coso del cerchio secato dal piano sui cono la cosa appare evidente, per·
che qui it raggio stesso del cercllio tende allo zero.

t da osservarsi che il problema della valutazione del volume della
s/era era gicl s/ato dsolto da Archimede con un procedimento molto pili
rigoroso. La novita dell'alteggiamento di Galileo sta Ilell'aver adottato
dei procedimenti che oggi si chiamerebbero • euristici It, cioe adatti piut.
tosto a $Coprire la vedta di una proposizione che a garantirne 10 valiA
dita in modo rigoroso.

La storia poi si incarichera, con la scoperta di certi libri di Archi·
mede che Gali/eo non poteva conoscere. di dimostrare che fo stesso Ar·
chirnede aveva adottato dei procedimenti di questo /ipo per fa scoper/a,
esponendo poi i risul/ati in forma c1assica e rigorosa.

Sol/anlo 10 malematica dei secoli suecessivi riuscira a garanlire can
per/elto rigore fa vaIidita dei procedirneltli clle fa matematica dell'epoca
galileiana aveva intuito.

Vogfiarno in{ine riehiamare l'atteggiamento di Galileo nei riguardi
delle de{inizioni degli enti studiati dalla maternaliea, gio delineato nel
passo al quale si ri/erisce 10 nota n. 25 riporlando un passo de; Discol1ii
e dimoslrazioni matematiche... che riguarda un certo tipo di proporzione
che GaWeo per bocca di Salviali vorrebbe chiamare '" eomposta» e clle
invece Simplicio non vuole chiomare cos!: Safvioti taglia corto, in modo

1I6 Ci~ quell. del cerchio e quell. della corona circolare.
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un po' rude, come di chi sta perdendo la pazienza perchC g/i avversari
continuano ad opporg/i deUe obiezioni senza molto sellSo; I'atteggiamento
di Gafileo ~ quello di chi consideri Ie definizioni della matematica come
puramente nominali, cioe delle pure imposizioni di nomi aUe cose di cui
si tratta.

~ .. , rna qui finalmente rI non vanno contemplazioni ne dimostra­
zioni, imperocche euna semplice imposizione di nome. Quando alia
Signoria Vostra non piacesse il vocabolo di composta, chiamiamola
incomposta, 0 impastata, 0 conCusa, 0 in qualunque modo pili ago
grada a Vostra Signoria, solo accordiamoci in questo, che quando
poi avremo tre grandezze della stesso genere, ed io nominero la
proporzione incomposta, 0 impastata, 0 conCusa. vorra intendere la
proporzione che anno Ie estreme di queUe grandezze e non altro ...
Ora intesa e stabilita la difmizione della proporzione composta in
questo modo (la quale non consiste in altro Cuon che nell'accordarsi
che sorta di roba noi intendiamo sotto quel nome).....

rI In fin del conti.

RENE DESCARTES

Rene Descartes Du Perron,' it cui nome /u latinizzato in «Carte­
sius_ (e di qui italianizzato in «Cartesio_), e uno dei filosofi pia ra~

presentativi della storia del pensiero umano, nel quale ha lasciato u/l'im­
pronto inde/ebite.

Della sua vastissima produzione filosofica viene ricordato soprattutto
il Discorso sui metoda (Oiseours de 10 methode), che inizia una nuova
era nei riguardi del problema della COlloscenza umana. In appendice
a questa celebre opera, neUa prima edizione (1637), Descartes suisse
anche delle pagine inti/ola/e La Goometrie. neUe quali egli espose queUe
idee che diedero inizio ad una in/era branca delta matematica SIlcces-

I Nato nel 1596 e morto nel 1650, filosofo e malematlco francese; abbraccib da
glovane la carriera milltare, che abbandonb in seguito per dedicarsi interamente
alia sclenza.
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siva: fa geometria anaUliea, a proposito della quole non e esagerato if
dire die 10 sua invenzione Ira costituito un passe jondamentoJe nello
svolgimento della storio della matematica.

Olll1iamenle. per questa invenzione, come per malle aUre. sf po/Tebbe
dire eire era c nell'aria. come conseguenza degt; sl1iluppi della mate­
matico delle epoche anterior;; questa pub esscre dedotto anche dol lotto
eire esistono ancora oggi delle incertezze sullo attribuzione della prio­
rita della invenzjone a Cartesio oppure a P. de Fermat, oltre eire dol­
l'individuazione di divers; «precursori •.

Prescindendo dalle question; di attribuzione del merito dell'inven·
zione, ci interessa osservare eire non sf poteva avere geometria unaUlfeD
senZQ eire i progress; del/'algebra ovessero reSQ possibite 10 risofuzione
in forma simbolica di determinati problemi che precedentemente veni­
vano trattati in WI contesto geometrico. E injatti noto che i greci sape­
vano risolvere dei problemi geometrici ,he, tradotti in simbo/i can I'al­
gebra di oggi, danno luogo ad equazioni di secondo grado, ma che fa
risoluzione generale di problemi che conducono ad equazioni di grodo
superiore af secondo ha dovuto attendere, come si e visto (c/r. pa,. 54),
[ino 01 secolo XVI.

Nella impostazione che Descartes dil alia sua esposizione, e soprat­
tut/o nello spirito che animava la sua ricerca, la invenzione della geo­
metria analitica assume l'aspetto della acquisizione, di primaria impor­
tanza per la scienza, di un metoda, mediante it quale un problema
geometrico viene tras/ormato in un problema algebrico, if quafe viene
poi a sua volta risolto con i metodi propri dell'algebra.

Questa traslormazione di un problema geometrico in un problema
di algebra viene latta mediante 10 scelta di certe rette. che Descartes
cMama ff di rilerimento ~. e che oggi vengono chiamate ff assi cartesiani ~.

L'occasione ad una ;mpostazione cos; nuova e leconda dei problemi
geometrid e stata oUerta da un problema classica, che aveva suscitato
l'interesse dei geometri gred.

In linguaggio moderno si potrebbe enunciare tale problema nef modo
seguente: sono date in un piano certe reUe: indichiamofe con a. b. c•...;
[issiamo un punto 0 del piano e mandiamo da esso eerie rette. chiamia­
mole a', b', c·•... in modo clle esse lormi/lo degli angoli assegnati rispet­
tivamente con Ie rette a. b. c,... Si avranno dei punti di intersezione
che possiamo indicare rispettivamente con A, B, C•... Orbene si tralta
di determinare if punto 0 in modo ehe i segmenti OA, OB, OC soddi­
s[ino a eerie relazioni algebriehe stabiljte; per esempio, se Ie rette sana
sollamo tre: a, b, C, si vuole avere OA2 = 08 . DC.

Descartes can la sua imposlazione metodiea studio illuogo dei punti 0
e ne trova anehe aleune earatteristiche.
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Da questo punto di visla appare naturale anche l'impostazione di
un altro problema, tipicamente metodologico, che e quello della classi­
ficazione delle linee curve; appore quindi del tulto naturale che Carte­
sio I'abbia aDrontato e ehe abbia portato avanti fa sua risoluzione quel
tanto ehe era consentito dai mezzi della scienza sua eontemporanea, in
particolare dell'algebra.

Per ben eapire queste questioni occorre ricordare ehe gia la mate­
matiea greea aveva aDrontato eerti problemi ehe 088i vengono ehiamati
c classici »; Ira gli altri la duplicazione del eubo, ta lrisezione dell'an­
golo e 10 quadratura del cerehio.

Per presentare i problemi stessi nel vocabolario di 088; (in modo
ehe sia eompreso anehe do chi non e un teenico della matematiea), rieor­
diamo ehe il problema della duplicazione del eubo consiste nella ricerea
del lato di un eubo ehe abbia volume doppio di queUo di un eubo dato,
di cui si eonosce quindi it lato.1

11 problema della trisezionc dell'angolo cOlTsiste nella rieerea di un
angolo ehe ~ia la terza parte esatta di un angolo dato qualesivog/ia;
ill{lne if problema della quadratura del eerehio eOflsiste nella determi­
lIazione di un quadrato (cioe del lato di un quadrato) che abbia area
eguale a quella di un cerchio dato.

Ovviame/lte, perchC i problemi abbiano sensCJ occorre precisare quali
sono gli strumenti che si inlendono dati per risolverU; se si ammet/e che
per la risoluzione sia acceltabite soltanto I'uso di quelli che vengono
ehiamati gli c strumenti elementari », cioe 10 riga ed it compasso, e
stato dimostrato ehe taU problemi non sono risoillbili. Tultavia niente
vieta ehe si passu risolver/i con altri s/rllmenti, ehe ovviamente occorre
descrivere e dei qllafi occorre precisare I'impiego.

Per esempio, e chiaro che la riga (ehe e stata nominata qui sopra)
deve essere impiegata soltanto per Iracciare la retta ehe eongiunge due
punti e ehe e univocamente determinata da essi; lion si ammette che,
per esempio, 10 riga sia anche impiegata per trovare, per tentativi, il
punlo di eontatto delle tangenti mandate da un punto ad una circon­
/erenzo, 0 in qualche altro modo.

In matleanza di queste precisaziolli, 10 geometria greea aveva tentato
di risolvere in vari modi i problemi di cui abbiamo detto, rkonducen­
doli a certe operazioni che si supponevano eseguibifi; tali operazioni
erano, per esempio, la rieerea delle intersezioni di eerie /inee curve, ehe
si supponevano traeciale 0 it cui tracciamento si supponeva eseguibile.

Celebre e stata, per esempio, la soluzione del problema delta qua­
dratura del cerchio cITe venne dt/ta dol geometra greeo Ippia: l conside-

1 Si veda quanta ~ stillO riportato nella parte dedicata a R. Bombclli.
3 Jppia d'Elide, nato verso la mela del quinto secolo a.C.
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rato if quadrato di vertici A, B, C, D, B"' -ic
si supponga di /ar girare con ve/acita
uni/orme il lata AB aHoma 01 vertice A
in modo do portarlo sui lato AD; con­
temporoneamente si supponga che il Iota
BC trasli parallelamente a se stesso, sem­
pre con velacita uni/orme; supponiamo
anche che Ie due velacita siano tali che,
quando il lata che ruota uni/ormemente
attomo ad A code su AD, anche il lata
che trasla coda su AD.

Alfaro fa retta ruotonte e 10 retta tra­
slante si incantrona ad ogni istante in
un punto P, che descrive una curva nota come «Quadralrice di Ippia •.

In/atti quando tale curva sia supposta tracciata, il problema della
quadratura pub essere risofto con mezzi elementari. Tuttavia Sl nota su­
bilo che ill questo coso if problema e soltanto spostalo e non risofto.

In/atti per determinare, ItOn ill via empirica, lila ill via teorica, IlII

mezzo meccanico che realizzi nOli sOftatrlo fa Ilguag/iallza delle due vela­
cita ma soprattullo il cOlltemporaneo arrivo dei due segmenti sui seg­
mento AD accOrte aver risofto il problema della quadratura.

Per quanta riguarda gli alt,; metodi che erano stati proposti dai gred
per la risoluzione deg/i aftri problemi, va detto ehe il foro signifieato e
stato completamente compreso soltonto in epoca a noi rna/to vicino; pre­
cisamente soltanto dopa 10 introduzione dei metodi della geomet,;a anali­
tica si e potuto giungere ad una classi{icazione delle curve piane e pcr­
tanto si e Ilerificato cite molti metodi proposti conducono ad equazioni
di grado superiore 01 secondo. Descartes stesso descrive uno strumento
che permette di risolvere il problema della duplicazione.

Ovviamente 5i tratta di strumenti che non sono cosl semplici come
il compasso, perche contengono alcune parti che sono mobili funa sul­
foUra con scivo/amenti e con cotlservazione di angoli.

Presentiamo qui di seguito alcuni passi del secondo libro della G~o­

melrie in cui Descartes pone il problema metodologico della classifiea­
zione delle /inee curve, ed espone Ie proprie idee a proposilO della solu­
zione del problema stesso.

Della natura delle linee curve

Gli antichi hanna bene osservato che tra j problemi di geometria
ve ne sana alcuni che sana piani, altri che sana solidi ed altri infine
che sana lineari,4 cioe che gli uni (problemi) passano essere risolti

4 11 significalo di quesla c1assifica:r.ione dei Greci era il 5eguente: venivano
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tracciando soltanto delle rette e dei cerchi, mentre i secondi non
possono essere risolti che impiegando anche delle sezioni coniche
cd infine i problcmi del teno tipo richiedono delle linee piu com­
plicate.

Ma io mi stupisco che gli antichi non abbiano in piu fatto di­
stinzione tra diversi gradi di complicazione tra queste tinee piu
complicate, e non so capire perche essi Ie hanno chiamate «tinee
meccaniche » piuttosto che linee geometriche.

Perche se si dicesse che per descrivere queste linee occorre im­
piegare degli stnJmenti, occorrerebbe allora classificare nello stesso
modo anche Ie rette ed i cerchi, perche per tracciare queste linee
QCcorre impiegare la riga 0 il compasso, e questi due sono pure degli
strumenli.

Non credo inoltre che sia per iI fatto che gli strumenti necessari
per traceiare queste !inee sono piu complicati della riga e del com­
passo e quindi non permettono !'accuratezza dei disegni che si ot­
tiene con la riga a col compasso.

Perche proprio per questa ragione occorrerebbe allora rifiutare
tali strumenti nella meccanica, perche proprio 18 viene richiesta
la esattezza delle coslruzioni, mentre nella geometria cio che viene
richiesta e soltanto la csauezza del ragionamento, ed in quanto a
questo essa puo essere preseote anche nelle altre linee (oltre che
nelle rette e nei cerchi). Non penso neppure che essi non abbiano
voluto aumentare iI numero dei IOTO postulati' e che si siano con-

chiamali c problemi piani,. quelli che ranno intervenire per la IOTO sohu:ione
soltanlo delle linee chiamate c piane,., c~ relle 0 circonrerenze. Venivano chiamati
c problemi solidi,. quelli che racevano intervenire per la loro solw:ione delle curve
che erano stlte definite da Apollonio tome saioni del cono rolondo. quelle che
nelle malernatiche di oggi vengono chiamate c serioni coniche" 0 pili semplice.­
mente c coniche" lout court. Infine venivano chiamati c lineari,. i problemi per
la cui soluzione si dovevano rar intervenire delle curve di un tipo diverso da
uno dt'i due finora considerati, La cIassificazione era abbaslanza rudimentale, rna
occorre dire che non esislevano i meui algebrici ed anllitici per dame una
migliore.
5 Ricordiamo che tra i pastulati del I libra di Euclide ci sono: quello che
richiede ehe si passa tracciare una tella che congiunge due punti quali si vogliano,
quello che richiede che tale tetla (oggi si direbbe segmenlo di rena) possa comun­
que essere prolungata indefinitamenlc. ed infine quello che richiede che si possa
tracciare un cen;hio avente un centro qualunque cd un raggio qualunque. Qui
Dcscarles dA al tennine c postulalO" il significato originario di • damanda ,.;
non si tratta di proposizioni che si enunciano senza dimostraziane, rna di c da­
mande" che il geometra fa ad un Opposilore 0 ad un interlocutore: egli domanda
che questi ammetta tali proposb:ioni impegnandosi poi ad acceuarne Ie conse­
guenze.
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tentati che gli si accordasse di poter congiungere due punti con una
reUa e di poter tracciare un cerchio con un centro data e passante
per un punto dato. Ma nel trattare delle sezioni coniche, non si 50no
fatti sCTupolo di domandare che un cona qualsiasi possa essere inter­
secato con un piano qualunque. Ora non vi e bisogno per Ie linee
che io vorrei introdurre qui, di supporre niente altro che due 0 pili
linee passano essere masse l'una sull'altra e che Ie lora intersezioni
detenninino delle altre curve; e questa non mi pare per nulla piu
difficile da ammettere che quello che gli antichi hanno domandato
di ammettere.

E vero che gli antichi non hanno mai completamente accettato
Ie sezioni coniche. e io non voglio per nuJla cercare di cambiare
i nomi, che sana confermati dall'uso; rna e chiaro, mi sembra, che
se si accetta, come si usa fare, la geometria come esatta e la mec­
canica come quella che non 10 e, e se si considera 1a geometria come
una scienza, che generalmente insegna a conoscere Ie misure di tutti
i corpi,6 allora non possiamo esc1udere Ie linee complicate e conser·
yare queUe semplici, purche si possa immaginare che Ie linee com­
plicate siano descritte can un movimento continuo, oppure da vari
movimenti continui che si susseguono, purche i movimenti che se­
guano siano interamente regolati da quelli che Ii precedono; perche
in questo modo si pub sempre avere una conoscenza esatta delle lora
misure. Ma pub darsi che la ragione che ha condotto gli antichi
Geometri a non accettare Ie !inee che fossero piu complicate delle
sezioni coniche sia data dal fauo che Ie linee del primo tipo (cioe Ie
complicate) che essi hanna considerato sono state la Spirale, la
Quadratrice, ed altre simili, che a dire it vero appartengono solo alia
rneccanica e non appartengono alia cIasse di queUe curve che io
vorrei considerare qui, perche si immagina che esse siano descritte
da due movimenti separati distinti e tali che non si pessa rnisurare
esattamente il Ioro rapporto.'

Ciononostante essi (gii antichi) hanno preso in considerazione
la Concoide, Ia Cissoide. ed alcune altre curve, che invece possono
essere considerate appartenenti alia cIasse deUe curve che io pro-

(0 Ecco una definizione che Descartes dl della geometria; non come una scienza
astratta, si nOli, rna come una scienza che razionalizza Ie nostre esperienze con·
crete a proposito del corpi.
, Della quadratrice abbiamo gil detto; la spirale, di cui Archimede ha tranato,
~ la curva descritta da un punto il quale si muove di moto unifonne su una retta,
la quale roota con moto pure uniforme attorno ad un suo punto.
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pongo di accetlare; rna essi Ie hanno prese in considerazione pili di
queUe che abbiamo sopra chiarnate meccaniche, perche gli antichi
non conoscevano Ie proprieta di queste !inee malto bene. Oppure
it fatto e che, constatando che essi non conoscevano mohe proprieta
delle sezioni coniche e ignoravano anche mohe cose che si pote­
vano fare con la riga ed it compasso, essi non hanno osato attaccare
dei problemi piu difficili. Ma io spero che coloro i quali saranno
capaci di servirsi del calcolo geometrico che io propongo qui, non
troveranno ostacoli capaci di arrestarli nei problemi piani 0 solidLs
E quindi io Ii invito a ricercare oltre, in modo che essi non manche­
ranno mai di materia di investigazione e di esercizio.

zN

,,

Qui Descartes presenta 10 strumento che e rappresentato daUa figura.
Al ruotare del regolo YX Ie squadre che hanna i loro vertici in

C, 0, E, F, G sco"ono sui regoli YZ ed YX, in modo che gli angoli
nei punti nominati siano
sempre retti.

Allora i punti B, 0,
F, H, descrivono delle cur­
ve; if punto B descrive una
circonferenza che ha come
raggio it segmento VB; gli
altri descrivono delle curve
che sono rappresentate, in
coordinate cartesiane, da
equazioni di grado supe­
riore al secondo.

Pertanto la posizione di
Descartes e quella di am­
mettere che linee cosifJatte
siano considerate come note, allo stesso modo come gfi antichi hanna
accettato come note Ie curve descritte con la riga e con it compasso. In
tal modo egli mostrera che it problema della trisezione dell'angolo e
quello della duplicazione del cubo diventano solubili.

Descartes espone poi altri procedimenti per tracciare curve che siano
sezioni coniche.

Egli non rigetta neppure il metodo che fa intervenire alcun; fili. Tut-

• La nomenclatura e la classilicazione dei problemi ~ quella che abbiamo presen­
tato sopra. Descartes ~ quindi pienamente coscienle di presentare un nuovo metodo;
e si rende ben conto della dilTerenza tra il presentare un metodo e il presentare
certi risultati. Questi non dicono altro da se stessi, mentre un metodo contiene e
racchiude in se slesso possibilitlt infinite, che Descartes oUre ai fUlUri ricercatori.
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tal1ia egli mette in guardia dall'accettare delle tinee che sonG • simiIi
a corde. per il latto che hanna de; 'ratti reltiline; e de; tratt; curvi
e db perche:

« ... la proporzione che sussiste tra la retta e la curva non ~

conosciuta e non puc essere scoperta da mente umana, e quindi
non si pub accettare aleun rapporto come razionale se Fosse riga-.
rosa ed esatto •.

Descartes riportQ infine molti risuflati che riguardano Ie equazioni
algebriche e che 50110 rimasti classici nella matematica successiva; e
db eben comprensibile e coerente COn il metodo che egfi sia esponendo,
metoda secondo il quole i problem; geometrici, attraverso Ie conven­
zion; di rappresentQzione che egli ha introdotte. vengono ';CQndotti a
problem; algebrici; in generale, i problem; riguardanti elementi della
geometria (punti, rette, linee. ecc.) vengono tradotti in problemi che
riguardano gli elementi numerici che Ii rappresentano.

Riportiamo qui la concJusione del libro, concJusione che e indica­
tiva dello spirito di Descartes ed insieme della coscienza che egli aveva
di aver aperto una nuova era nella matematica per il lotto di aver es~
sto metodi piuttosto che risuftati, per quanta numerosi ed importanti:

.c Spero che i nostri nipoti mi saranno grati, non soltanto per
Ie cose che ho qui presentato e spiegalo, rna anche per queUe che ho
volontariarnente omesso, per lasciar lora il piacere di scoprirte ».

PIERRE DE FERMAT

If nome del magistrato tolosano Pierre de Fermat l e ricordato nella
storia della matematica sopraltulto per Ie sue ricerche di aritmetica;
in questo campo U suo apporto ~ stata Jondamentale per passare daUa
aritmetica dell'etl1 classica all'aritmetica modema ed ai suoi metodi.

Ricordiamo tra l'aftro fa celebre proposizione, che vielle abitualmente
chiamata « il grallde teorema di Fermat .II, secondo la quale non pas-

I Nato probllbilmente ne! 1601. trascorse gran parte della sua vita a Tolosa,
dove fu consigliere di que! parlamento; mor' nel 1665. t:: considerato uno dei
matematici pili insigni del secole XVII.
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sono esistere tre numeri interi diversi da zero x, y, z tali che si abbia

.<"+1'='-
quando n e un intero positivo non minore di J.

Questa proposizione e stata scritta dal Fermat sui margine del IIO/ume
di Dio/anto che egli utilizzava, insieme con l'annotazione che egli ne
aveva dato /a dimostrazione, ma che questa era troppo funga per essere
scrilta su quel margine.

Dopo di allora, per circa tre secoli, i matematici hanno cercato inu·
tilmente la dimostrazione della proposizione di Fermat; tuftavia, nono­
stante l'esistenza di mezzi di calcolo di grandissima potenza, non si e
trovato neppure un caso nel quale la proposizione di Fermat cada in
di/etto.

Si tratta quindi di una proposizione della quale, nonostante tutti
gli s/orzi, non si sa ancora se sia vera oppure falsa.

Tuttavia la grandezza di Fermat si e mani/estata anche in campi
diversi da quello deWaritmetica; celebre e per esempio if suo scambio
di lettere con B. Pascal a proposito del calcolo delle probabilita. Eg/i
inoltre viene a ragione considerato come uno dei /ondatori della gea­
metria analitica per quanta scrisse sull'argomento pili 0 meno contem­
poraneamente a Cartesio, e in partico/are per l'opera scrilta in latina
col titolo Ad locos planas et solidos isagoge, cioe Introduzione ai luc:>
ghi piani e soUdj,2 nella quale egli introduce esplicitamente /e conven­
zioni e i metod; della geometria analitica e riso/ve con tali metodi
alcuni problem; classici; da questa opera sono trotti i passi che se­
guono, nei quali si e adotfato il simbolismo moderno per renderli pili
/acilmente comprensibili.

Non si puo dubitare suI fatto che gli antichi abbiano lunga·
mente trattato dei luoghi; 10 sappiamo da Pappo,) il quale, all'inizio
del Libro VII, dice che Apollonio aveva scritto sui luoghi piani e
che Aristeo 4 aveva trattato dei luoghi solidi. Ma, se non andiamo
errati, la loro ricerea nOn ~ stata abbastanza facile; e cia 10 dedu·
ciamo dal fatto che essi nOn diedero un enunciato abbastanza gene-­
rale per molH luoghi, come vedremo.

Pertanto applicheremo a questa tcoria un metoda di analisi che

2 Ricordiamo che a quell'epoca si chiamavano .luoghi piani. Ie relle e Ie
circonferenze, mentre Ie curve sezioni piane del cono (che oUi vengono chiamale
cconiche») venivano chiamole cluoghi solidi» (cfr. nola 4 a pog. 111).
l Pappo di Alessandria, geomelro greco probabilmente del III steolo d.C., scrisse
una Collezione ma/erna/ka.
4 Matematico greco di poco precedenle a Euc1ide.
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Allora it punta I sara su una
retta, la cui pasizione e nota.

Ie ~ proprio e particoJare, metoda che apre Is strada generate per
la ricerca sui luoghi.

Ogni volta cbe in una equazione finale 5 si hanna due quantita
incognite. si ha un luogo, poicM )'estremita eli una di esse descrive
una reUs appure una curva.

La linea reUa e semplice ed unica nel suo genere; Ie specie di
curve sona in numero infinito: cerchio. parabola, iperbole, ellisse, ecc.

Ogni volta che l'estremita della quantita incognita che descrive
it luogo segue una linea reUs appure circolare. iJ luogo viene detta
« piano ». Se tale estremita. descrive una parabola, un'iperbole ap­
pure una ellisse. il luogo viene detta « solido »; per altre curve i1
luogo viene chiamato « di linea". Non aggiungeremo nuUa su que.­
sto ultimo caso, perche Is conoscenza di un luogo «di linea,. si
deduce molto facilmente per mezzo di riduzioni,' dallo studio dei
luoghi piani e solidi.

Per stabilire Je equazioni, e comodo prendere Ie due quantita
incognite satta un angola data, angola che abitualmente supporremo
retto, e fissare la posizione e l'estremilA di una di esse.

Sia NZM una retta 7 di cui
e data la posizione e sulla Quale
estato fissato il punta N. Si pan­
ga NZ uguaIe alla quantilA in~

gnita x, e si panga la retta Zl
(condotta perpendicolarmente al­
la NZ per I) uguale aU'altra
quantita incognita y.

Sia

5 Fennal chiama «equaxione finale.. la relazione cbe si oUlene come conclu­
slone di una catena di deduzloni. L. «cstremiIA .. risulta quell. di un segmenlo
che ha come mlsura i1 valore dl una delle variabili e che si Spesl. in funz.ione
del valore dell'altra.
6 I:: difficile fani un'idea di questo procedimento '" dl riduzlone .. con i1 quale
Fennat crede dl peter ricondurre 10 aludio di ogni curva a quello di eerIe curve
appartenenti ad una duse molto rlstretta.
7 Come abblamo delio, esprlmiamo Ie eose con Ie notazloni modeme; ~ facile
riconoscere nella retIa NZM queUo che nol chiamiamo '" I'asse delle aseisse» e
nella reua su cui sta il scgmenlO Zl una parallela aU'usse delle ordlnale»; pertanto
x ed y sono Ie coordinate del punto I.
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Dopo di aller trattato delle rette che (per esprimerct In linguaggio
moderno) passano per I'origine delle coordinale, Fermat passa a Irat­
tare Ie reUe che sonG in posizione generica rispelto al riferimento e
conclude la parte riguardante Ie reUe dicendo:

Questa equazione contiene dentro di s6 anche la bella proposi­
zione che segue e che abbiamo scoperto per mezzo di essa:

« Siano date delle rette qualisivogliano; da un punta si condu­
cano ad esse delle altre rette satta angoli dati. Se la somma dei
segmenti intersezioni, moltiplicato ciascuno per una costante data,
e uguale ad un'area data, i1 punto dal quale Ie rette sana state man­
date sara su una retta ~.

Fermat passa poi a trattare i casi in cui Ie relazioni che egfi diJ
sonG di secondo grade e quindi conducono a fuoghi che sono circon­
ferenze oppure sezioni coniche; egli ripelutamente dimostra di rendersi
canto della arbitrarietiJ della seella delle conllenzlOni adollate, perche
sottofinea iJ fallo che. per esempio, fa natura di un certo luogo (doe
il /atto che sia una circonferenza piuttosto che ulta ellisse) dipende
dalla scelta dell'angolo in Z.

Egli si rende anche ben conto della potenza della strumento clle sta
creando percM dice:

Abbiamo dunque visto sintelicamente con un enunciato unico,
breve e lucido, tutto cib che gli antichi hanno lasciato di non spie­
gato sui luoghi piani 0 solidi. In seguito si riconoscera immediata·
mente quali sono i luoghi che danno tutti i diversi casi dell'ultima
proposizione di Apollonio, e si scoprira, in generale e senza grande
difficolta, tutto cio che conceme questa materia.

Fermat conclude iJ suo tratlato dicendo:

Vi e per la scienza un certo interesse a non nascondere alia
posterita Ie opere ancora immature della spirito; infatti I'opera che
e agli inizi semplice e rudimenlale cresce e si rafforza a causa delle
scoperte sempre nuove. Ed e anche utile per 10 studio il pater con­
templare pienamente i progressi nascosti della spirito e 10 sviluppo
spontaneo dell'arte.

Al tratialO della Introduzione Fermat aggiunse una fI Appendice It

118



Blaise Pase.l

nella quole egli impieg(} j suo; metod; per risolvere oIeun; dei problemi
classici della matematica.

Egli in/aUi mast,o come ogn; equazione cubica 0 di 4" grada puo
essere interpretata geomelricamenle come 10 equazione che dli Ie infer­
sezion; di due coniche: una parabola ed un cerchio oppure una para­
bola ed una iperbole; pertonto egJi concluse che ogn; equQzione di 3"
o di 4" Brada pull eS5ere riso/to mediante fa intersezione di due coniche.

In particolaTe egli Ieee vedere che it problema dassico della dupli­
cazione del cubo, che gli antichi ovellonQ ricondotto al problema della
inserzione di due medie proporzionali Ira due graf,dezze. viene risolto
COn 10 ,jeereD delle intersezioni fro una parabola ed una iperbole.

BLAISE PASCAL

Tra Ie grandi figure della staria del pensiero umano, campeggia nel
secalo XV/I quella di Blaise Pascal: 1 genio precocissimo, si dedicl> alla
matematica nella prima gioventli, ottenendo dei risuitati che stupirono
i suoi contemporanei; si dedicl> poi alIa {ilosc{ia ed alIa teofagia, fasciando
fa matematica per ricerche che gli apparivano pili di/ficifi e che gli da­
vano J'impressione di essere ben pili importanti per se stessc e per gli
aftri.

Il passo che segue e tratto daUa biogra{ia che di Blaise Pascal scrisse
fa sorella Gilberte, maritata Perier; questa biografia rimane la Jonte
principale delle conoscenze che abbiamo sulla vita di B. Pascal, anche
se l'ammirazione che 10 sorella aveva per lui (ammirazione del resto
piu che giusti{icata) ha Jatto dubitare qualcuno della piena obiettivitd
delle notizie che vi si donno.

Fino daUa sua infanzia si risolveva ad accettare per vera 501­
tanlO cio che tale gli appariva in modo evidente; COS! che. quando
gli si davano delle ragioni che non erano buone, ne cercava lui da
solo delle buone...

I Nato a Clennond (poi Clermond-Ferrand) nel 1623 e educato dal padre Etienne
(matematico di un certo valore al quale, tra I'altm, si deve 10 studio di una
interessante curva algebrica del quarto ordine che viene chiamata «lumaca di
Pascal_), pubblico nel 1640 un Essai sur les coniques che fu molto apprezzato
e realizzO tra iI 1642 e il 1644 una macchina ca1colatrice (la pascalina). Morl
a Parigi nel 1662.
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... una volta che, per caso, fu percosso un piauo di porcellana
con un coltello. Blaise osservb che la cosa aveva provocato un forte
suono, che si arrestb quando qualcuno mise la mana sui piauo. Egli
ne volle conoscere la causa. e questa osservazione 10 condusse a
fame altre sui suoni, cosf numerose che. aU'etA di 11 anni. ne fece
un trattato, che fu giudicato molto ragionevole.

It suo genio per la geometria incomincib a mostrarsi quando
egli non aveva che 12 anni. e per un caso COS! straordinario che
merita di essere raccontato per disteso.

Mio padre era abbastanza esperto di Matematica e corrispon·
deva ed aveva relazioni con tutti gli scienziati di questo ramo, che
erano spesso ospiti presso di lui. Ma. poicM aveva intenzione di
istruire mio fratello nelle lingue e sapeva che la Matematica e una
cosa che riempie 10 spirito e 10 soddisfa, non voleva che mio fratello
la conoscesse, temendo che questa 10 rendesse negligente nei riguardi
del latino e delle aItre Hngue. nelle quali voleva che Blaise si perCe·
zionasse. Quindi aveva messo sotto chiave tutti i libri che parlavano
di Matematica e si asteneva dal parlame con gli amici in presenza
di Blaise; rna questa silenzio non impediva alia curiositA del ragazzo
di accendersi, tanto che egli pregava spesso mio padre di insegnargli
la Matematica. Ma mio padre gli rifiutava questo insegnarnento, pnr
mettendoglielo come un premio: gli prometteva di insegnargli 18
Matematica non appena avesse imparato i1 latino ed it greco. Allora
mio fratello. vedendo questa resistenza. gli domandb una volta che
cosa fosse questa scienza di cui si parlava e mio padre gli rispose in
modo generico dicendo che era it modo per fare delle figure esatte,
e di trovare Ie relazioni delle figure tra loro, rna contemporanea­
mente gli proibf di parlarne anoora e addirittura di pensarci.

Ma questa spirito che non poteva accettare di essere costretto
entro i limiti di queste proibizioni, DOD appena ebbe questa spira­
glio, datogli daUa proposizione secondo la quale la Maternatica in­
segna a fare delle figure assolutarnente esatte, si mise a pensare su
questa argomento; e nelle sue are di ricreazione. in una stanza nella
quale aveva J'abitudine di giocare, preso del carbone, faceva delle
figure sui pavimento, cercando i mezzi, per esempio, di disegnare
un cerchio perfettamente rotondo, un triangolo i cui Iati ed i cui
angoli fossero assolutamente uguali tra lora e altre case come queste.
Trovava tutto da solo. senza fatica, e poi cercava Ie proporzioni delle
figure tra loro.
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Ma poiche mio padre aveva avuto grandissima cura di nascon­
dergli Ie cose, delle quali Blaise ignorava addirittura i nami, egli Cu
costretto a inventame da solo: chiamava it cerchio un « tondo » ed
una retia una « sharra » e cosi via.2

Dopo aver data questi nami, egli enuncio degli assiomi e poi
castro! delle dimostrazioni perfette; e poiche in queste case si va
avanti. egli spinse Is sua ricerca fino alia 32& proposizione del primo
libra di Euclide.3

Stava pensando a questa, quando mio padre entro per caso nella
stanza, seoza che mio (ratello si accorgesse; mio padre 10 trovo tal·
mente concentrato che rimase nella stanza molto tempo seoza che
Blaise fosse cosciente della sua venula.

Non si pub dire chi fu il pili sorpreso tra i due; a i1 figlio. a
causa della esplicita proibizione che it padre gli aveva fatto, 0 it
padre. nel vedere i1 figlio in mezzo a tutte queste cose. Ma Ja sor·
presa del padre fu ben phi grande quando. avendo domandato aJ
figlio che cosa faceva. si senti rispondere che cercava una certa casa,
che era poi la 32- proposizione del primo libro di Euclide.

Mio padre gli domande come mai avesse pensato a queUe cose.
e, dopa che ebbe ripetuto la domanda. Blaise gli disse di qualche
dimostrazione che aveva fatta; andando all'indietro e servendosi
sempre dei nomi da lui inventati, di « tondi » e di « sbarre ». egli
venne alle sue definizioni e agli assiomi.

Mio padre Cu talmente spavcntato daUa grandezza e daUa po-­
tenza di quel genio che se ne ando senza pill dire niente, e si rece
a trovare it signor Le Pailleur. che era suo intimo amico; arrivato
Ht rimase immobilee in silenzio, come folgorato. II signor Le Pailleur,
vedendo che mio padre non parlava e anzi addirittura piangeva un
poco. 10 prego di non nascandergli la causa del suo dispiacere. Al
che mio padre gli disse: «Piango non per dolore. rna per la gioia;
voi sapete la cura che ho messo per nascondere a mio figlio la con()­
scenza della geometria, per paura che questa 10 wstogliesse dagli
altri stuw; ora guardate che cosa ha fatto ». E cosi gli spiego quello
che aveva visto. dal che si poteva dedurre che Blaise aveva scoperto
da solo la Matematica.

2 Rispettivamente:« rend,. e « barre,. invece degli abituali «cercle,. e «droite,..
l La 32' proposizione del primo libro di Euclide dice: Se in un Iriangolo (qua­
lunque) sl prelunga uno dei lati, l'angol0 esterno (che sl ottiene) ~ uguale alia
IOmma dei due angoli (interni) del triangolo non adiacenti, e la IOmma dei tre
angoli interni ~ uguale a due angoli reId.
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II signor Le Pailleur non fu menD sorpreso di mio padre e disse
ehe non gli sembrava giusto trattenere aneora questa spirito e na­
seandergli la eonoseenza della Matematiea, e ehe inveee oceorreva
laseiarlo libero e dargli i libri (ehe riehiedeva).

Mio padre, avendo aeeonsentito a questo, gli diede gli Elementi
di Euclide da leggere durante Ie ore di riereazione. Egli Ii lesse e Ii
eapf da solo, senza bisogno dell$aiuto di sleuno ehe glie Ii spiegasse...

Riconosciuto cosi, sia pure attraverso Ie aDettuose parole delta so­
rella, il genio di Pascal, vog/iamo considerare innanzitulto quello che
~ per lui il codice della ricerca rigorosa e defla deduzione impeccabile:
si potrebbe dire che if rigore delle de{tnizioni e delle dimostrazioni e
una delle condizioni essenzia!i per poter fare della scienza, e che Pascal,
riflettendo a fondo su questo, ha enunciato delle regole che ancora oggi
potrebbero essere accettate come valide, per qualunque scienziato. Su
questo argomento riportiamo passi di due diversi scritli di Pascal.

II primo brano e tratto da una «risposta. che B. Pascal scrisse in
polemica can il Padre Etienne Noel, superiore dei Cesuiti di Parigi,
il quale alleva criticato la interpretazione di B. Pascal dei celebri espe­
rimenti che condussero aUa determinazione delle leggi che regolano 10
press;one i/l seno ad un fluido; Ira queste leggi, ancora oggi, vi e il
famoso «principio. che prende appunto if nome dal Pascal, e che ~

tuttora enunciato nei libri di testo di /isica e di meccanica razionale.
II Padre Noel non accettava la spiegazione del lotto che, per esem­

pio nella lamosa esperienza di Torricelli, la colonna di mercurio nel
tubo verticafe di vetro e pili alta del livello della super/icie del mer­
curio esposto all'aria a cagione della pressione dell'aria estertla sulla
super{tcie stessa.

II Padre Noel sosfelleva la spiegazione c1assica che aftribuilla la solita
del mercurio ad un certo «orrore del vuoto» che regna i/l natura.

« Molto reverendo Padre,
« ... permettetemi di presentarvi una regola universale, che si

appliea a tutti i easi particolari, quando si tratta di eonoscere la
verits. Non ho aleun dubbio che aoche voi siate d'accordo, percM
questa regola e accettata da tutti coloro che guardano aUe cose
senza pregiudizi; e perche essa costituisce it modo di trattare Ie
scienze in ogni seuola, ed e inoltre la regoIa che e applicata da tutte
Ie persone che cercano cio che e veramente ben Condato e ehe sod­
disCa 10 spirito: non bisogna mai giudicare in senso negative oppure
affermativo di aleuna proposizione, a meno che cio che si afIenna
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oppure si nega non soddisfi a queste due condizioni: ci~ 0 che la
proposizione appaia talmente chiara al senso oppure alia ragione - a
seconda che iI soggelto della proposizione cada sotto I'uno oppure
sotto l'aItra - che 10 spirito non abbia alcuna ragione di dubitare
della sua certezza; ed in questo caso si traUa di quelli che chiamiamo
principi oppure assiomi; come, per esempio, se si aggiungono a cose
uguali delle cose uguali anche i risultali saranno uguaH. Oppure
che la proposizione venga dimostrata can un procedimento rigoroso
come canseguenza necessaria di principi 0 di assiomi dalla cui cer·
tezza dipende quella delle conseguenze che se ne traggono, quando
la deduzione sia ineccepibile.

«Come questa proposizione: "Ia somma degli angoli di un trian­
golo vale due angoli retti .. , la quale, pur non essendo immediata­
mente evidente di per se, viene dimostrata came una conseguenza
ineccepibile degli assiomi della geometria.

« Tutto cio che soddisfa ad una di queste due condizioni evera e
certo, mentre tutto cio che non soddisfa a queste condizioni viene
considerato incerto e soggetto a dubbio. E noi giudichiamo senza
dubbio alcuno delle case del primo tipo, mentre lasciamo nel dubbio
Ie case del secondo tipo e Ie chiamiamo a seconda della loro qualita,
a volle visioni, a volte capricci. a volte fantasie 0 idee, al massimo
Ie chiamiamo belle trovate, e poiche non si puo afJermarle senza
temerita, tendiamo piuttosto a negarle; ma siamo tutlavia sempre
pronti a ricrederci e ad adottare I'opinione opposta se una dimostra­
zione evidente ce ne accerts e dimostra 18 verita ».

I pass; che seguono sano presi dol tratlato De !'espril goometrique
et de I'art de persuader, litolo che potrebbe essere tradolto La spirito
matematico e !'arte di persuadere.·

SEZIONE I . II metodo delle dimostrazioni matematiche, ossia
metodiche e per/ette.

Non saprei come spiegare meglio la condotta che occorre tenere
per rendere convincenti Ie dimostrazioni che spiegano Ie regale se­
guile daUa Matematica; ed ho scello questa scienza per raggiungere
it mio scopa percbe essa e la sola che conosca Ie vere regole del

• Traduciamo «goomttrique,. con matcmalico (qui c ncl seguito) percht con
« g&>mtlric,. B. Pascal intende chiaramentc dcsignarc la maternatiea pura c
applicata.
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ragionamento; essa, senza fermarsi sulle regole del sillogismo, che
sone talmente naturali che non si possono ignorare, si ferma e si
fonda suI vero metodo di ragionare in ogni argomento, metodo che
quasi tutti ignorano e che invece e tanto utile a conoscersi che noi
constatiamo per esperienza che. tra due persone aventi intelligenze
uguali, ed a parita di altre condiziani, colui che possiede l'arte inse­
gnata daUa Matematica la vince e assume il sopravvento. Vaglio
dUDque far capire che cosa si intende per dimostrazione prendendo
esempio da queUe della Matematica, che equasi la sola delle scienze
umane che faccia deUe dimostrazioni infallibili, perche e la sola che
utilizza it vera metodo della dimostrazione, mentre Ie altre scienze
sono avvolte, per una sorta di necessita naturale, in una specie di
confusione, che soltaDto i matematici sanno riconoscere. [ ... ]

Questo metodo, che darebbe luogo a dimastrazioni insuperabili,
se si patesse arrivarci, cansisterebbe soprattutto in due cose: l'una
di non utilizzare alcun termine di cui nan sia stato prima spiegato
nettamente it senso; I'altra di nan enunciare mai akuna praposi­
ziane che nan sia dimastrata appoggiandosi su verits gia note; cioo
in poche parole iI metodo consiste nel definire tutti i termini e nel
dimostrare tutte Ie proposizioni.

Ma, per ubbidire alle regole che sto spiegando, occorre che io
spieghi che cosa intenda per definiziane.

In Matematica si accettana come definiziani sollanta queUe che
i logici chiamano definizioni nominali, cioo queUe che sono dirette
ad imparre dei nomi aile cose che sona chiaramente designate con
termini perfettamente noti; ed ia parle soltanto di queste definiziani.

La lora utilita e itlaro uso consiste net ch.iarire e nell'abbreviare
it discorso esprimendo, con una sola parola, cia che richiederebbe
un discarso moho piti lungo. Ma tuttavia in mado tale che il name
(impasto) e sempre sprovvista di agni sensa diverso (se ne ha uno)
da queUa che gli e stato dato.

Per esempio: se occorre distinguere tra i numeri quelli che sono
esattamente divisibili in due parti eguali da quelli che invece divisi
per due danDO resta UDa, per evitare di ripetere spesso questa con·
dizione, si ds a quei numeri un name in questo modo: chiamo pari
un numero che sia esattamcnte divisibile per due.

Ecco una definiziane matematica: perche dopa aver chiaramente
designata una casa, cioo ogni numero esattamente divisibile per due,
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gli si da un nome che risulta d'ora innanzi sprovvisto di ogni aItro
senso, se ne aveva uno, per dargli queUo dells cosa designata.

Di qui si trae che Ie definizioni sana libere, e che non possono
mai essere contraddette; perche non vi ~ nulla che sia pi6 permesso
che dare un nome che si desidera a una cosa che ~ stata chiaramente
designata. OCCOrte sohanto stare attenti a non abusare di questa
liberta che si ha di irnporre dei nomi, dando 10 stesso nome a due
cose diverse. Non che questa sia vietato, rna occorre stare attenti a
non confondere tra lora Ie conseguenze (dei nomi dati) e non appli­
care aU'una deIle cose Ie proprieta dell'sItra.

Pascal prosegue nella sua argomentazione, ricereando la teeniea per
ottenere il rigore perfetto nella rieerea scientifiea e nella esposizione.
Egli riassume il suo pensiero in eerte regole che sintetizzano ai suoi
ocehi i preeetti fondamentali per ben applicare l'arte della persuasione.

Regole per 10 definizione

1.• Non definire nessuna delle case che sono conosciute cosi
bene che non vi siano termini pili chiari per spiegarle;

2. - Non ammettere aleun termine che sia aoche solo un poco
equivoco oppure oscuro, senza definirlo;

3. - Non impiegsre, nella definizione dei termini, che Ie parole
perfcttamente conosciute, oppure gi.1':t spiegate prima.

Regole per gli assiomi

I. - Non ammettere nessuno dci principi necessari (per la dimo­
straziooe), senza aver domandato se esso viene amrnesso aoche dagli
altri, aoche se esso ~ chiaro ed evidente;

2. - Non richiedere che si ammettano come assiomi se non Ie case
che siano per se stesse perfettamente evidenti.

Regole per Ie dimostrazioni

t. - Non intraprendere a dimostrare nessuna cosa che sia tal­
mente evidente di per se stessa che non vi sia alcun modo piu chiaro
per dimostrarla;

2.• Dimostrare tutte Ie proposizioni che siano aoche solo un
poco oscure, e utilizzare per la loro dimostrazione soltanto gli assie-
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mi molto evidenti, oppure Ie proposizioni che sono state ammesse
(dagli avversari) oppure dimostrate prima;

3. - Sostituire sempre mentalmente Ie definizioni al posto dei
termini definiti per non commettere errori, col significato equivoco
dei termini, il cui significato e stato ristretto con Ie definizioni.

Ecco dunque Ie otto regale che contengono i precetti per avere
dimostrazioni per£ette ed irnmutabili. Tra queste regale ve ne sono
di queUe che sono assolutamente necessarie e che Don possono es­
sere trascurate senza commettere errori; tuttavia e difficile e quasi
impossibile osservarle sempre perfettamente, benche osservandole
piu che si PUD ci si avvicini aUa per£ezione: sono Ie prime di cia­
scuna parte.

Per Ie definizioni: non definire aleun termine che sia gill perfet­
tamente nota.

Per gli assiomi: non domandare agli avversari che accettino gli
assiomi che sana per£ettamente evidenti e semplici.

Per Ie dimostrazioni: non dimostrare aleuna proposizione che
sia nota per se stessa.

B. Pascal Ira portato anche WI contributo essenzia/e alia spiegazione
dei lenomeni fisici, e Ira codificato if metoda della ricerca sperimentale
della causa dei lenomeni nella fisica, aiutalldo a demolire (come si e
accennato in relazione 0110 risposta a Padre Noe/) Ie spiegazioni di tipo
metafisico e antropomorfico che circo/avano negli ambienti dotti del
suo tempo.

Egli Ira dimostrato, con I'esperimento e con if ragionamellto, clre {'aria
eire grava sullo Terra preme su ogni corpo e clre, cOflsiderata una super­
ficie, la lorza clle ['aria esercita sullo superficie stessa in WI punto qua·
lunque e uguale a/ peso della colonna d'aria che sta sopra la superficie.

Egli ha dimastrato inoltre che il peso della colonna d'aria ehe sta
suli'elemento di superficie e uguale al peso di una eerta colonna d'ac­
qua. Ora, certo della sua interpretazione della pressione deli'aria e del·
l'equivafenza tra /a pressione esercitata dafl'aria e qlleffa che sarebbe
provocata do un opportuno spessOre d'acqua, intraprende a pesarc tutta
l'aria deli'atmoslera.

Abbiamo gid vista che Archimede ha contato if numero dei graneffi
di sabbia che riempirebbero l'universo; la presentazione di Archimede
dei propri calcoli era anclre piena di orgoglio e di sfida, perche egU
stava dimostrando con i suoi ca/coli che /a mente umana riesce a com·
picre delle imprese che superano anche i dllbbi e ie presunzioni negative.

fn modo quasi analogo B. Pascal, a conclusione dei suoi studi, si
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lancia in una impresa che poteva sembrare assolutamente impossibi/e e
fantastica per i sapienti della sua epoca; una impresa che superava ogni
immaginazione di allora e che si contrapponeva a illite queUe che erano
Ie convinzioni radicate nella scienza che 10 precedeva.

E se la cava can una semplicita ed una eleganza di procedimenti
che fa toccare can mana in lui il genio, che emerge dal proprio tempo
e dissipa can un solo otto Ie tenebre evince i dubbi in contrario.

n passo che segue e tra1l0 dol Trait~ de la pesanteur de la masse
de I'air (Cap. IX).

Quanta pesa la intera massa del/'aria che c'e 01 mondo

Da queste esperienze' abbiamo imparato che I'aria che ~ al di
sapra del livello del mare pesa come l'acqua che abbia una altezza
di 31 piedi e due pollici; 6 rna "aria pesa meno sui luoghi alti che
al livelJo del mare, e pertanto non pesa ugualmente su tutti i punti
della terra, ed addirittura pesa in modo diverso da punta a punta;
percio non si pub dare un valore cornune che dia il peso dell'aria
(cornpensando i valori da un punta all'altro); rna si pUD assumerne
uno, con una certa buona presunzione di essere vicini al giusto: per
esempio, si pub far conto che ogni punta della terra, compensando
i valori in eccesso con quelli in difetto, sia caricato d'aria come se
portasse dell'acqua alia ahezza di 31 piedi; e si pub essere certi che
in questa approssimazione non vi e un errore maggiore di un mezzo
piede d'scqua di altezza. Ora noi abbiamo vista che I'aria che e al
disopra delle montagne che sana alte 500 tese sui HvcHo del mare
pesa come I'acqua alta 26 piedi e 11 pollici. Guindi l'aria che esiste
dallivello del mare fino all'altezza delle montagne alte 500 tese pesa
come I'acqua che e alta 4 piedi ed un poUice, che e press'a poco un
settimo della ahezza fatale; quindi si ha che I'aria compresa Ira il
Hvello del mare e I'altezza di queste montagne e press'a poco la set­
tima parte dell'intera massa dell'aria.

B. Pascal prosegue 10 sua argomentazione sviluppando i calcoli che.
come egli ha aOermato, sana assclutamente elementari. Non stiamo a
riportare qui tutti gli svi/uppi e ci limitiamo a ricordare che B. Pascal

, QueUe che ha esposto in precedenza.
6 Non interessa qui precisare qualc sia I'equivalente in termini moderni delle
unitt di misura utiliuatc da B. Pascal: i1 nOSlro scopo ~ presentare il procedi.
menlO logico da lui sviluppalo.
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adotta come valore approssimato di 1t il numero razionale 22/7, che
gia era stato indicato da Arcllimede; adottando questo valore si com­
mette un errore ehe e minore di 14 unito su 10 mila. B. Pascal con­
clude i suoi calcoli dimostrando che it peso di tuna I'aria esistente oJ
mondo e 8283889440000000000 libbre.

Ala si po/rebbe dire che a B. Pascal pili. ehe it risultato numerico
interessava it metodo, it criterio che si deve seguire ncll'interpretare Ie
osservazioni e Ie esperienze.

A questo proposito riportiamo il seguente passo, tratto daUa Conclu­
sione dei due trattati sull'equitibrio dei puidi e suI peso dell'aria.

In questo passo Pascal sconfiue la interpretazione dei fenomeni fisici
che e data da concetti antropomorfici (come quello di «orrore del
vuoto ») e combatte per 10 spiegazione scientifica dei fenomeni fisici.

Nel trattato precedente ho riferito su tutto ciC) che secondo it
pensiero di qua1cuno Ia natura fa per evitare it vuoto; ho fatto ve·
dere che eassolutamente falso che queste cose avvengano per questa
ragione immaginaria (che e I'orrore del vuoto). Ed ho dimostrato
invece che it peso dell'aria e la vera ed unica causa di questi feno­
meni, ottenendo la dimostrazione con esperimenli e can ragiona­
menli assolutamente convincenti; quindi e assolutamente sicuro
d'ora innanzi che in tutta 1a natura non esiste nessun elletto che sia
provocato per evitare i1 vuoto.

Oa questo punto, a cui siamo amvati, non- sara difficile passare
a dimostrare che non esiste orrore del vuoto; infatti questo modo
di esprimersi non e appropriato, percM la natura creata, che e
quella che agisce, non e animata e quindi non e capace di avere del­
le passioni; quindi questa modo di esprimersi e metaforico, e per­
tanto con questa espressione non si intende dire altro che la natura
fa gli stessi sforzi per evitare it vuoto che essa farebbe se ne avesse
orrore; e quindi, nelle inlenzioni di coloro che parlano cos!, e la
stessa cosa dire che la natura ha orrore del vuoto oppure dire che
la natura fa dei grandi sforzi per evitare iI vuoto.

Dunque, poicM ho dimostrato che essa non fa nulla per fuggire
iI vuoto, ne segue che essa non ha orrore del vuOlO; perch~ per con­
tiTIuare ad usare la stessa immagine, come si dice di un uomo che
una certa cosa gli e indifferente, quando non si osserva nelle sue
azioni alcun movimento di desiderio oppure di avversione per quella
cosa, si deve dire anche della natura che essa ha una estrema indiffe­
renza per il vuoto, perche non si vede che essa faccia akuna azione,
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n~ per cercaria n~ per fuggirlo. (Continuo a intendere con « vuoto It

uno spazio che sis vuoto di ogni corpo che cada sotto i nostri sensi.)
E ben vera (ed ~ cic che ha indotto gli antichi in errore) che

l'acqua sale in una pompa quando non vi sis aleun foro per cui
posss entrare l'aria, e che vi sarebbe it vuoto se l'acqua non seguisse
it pistone, cd aoche e vero che l'acqua non sale nella pompa non
appena vi sona delle fessure per Ie quali I'aria posss entrare per
riempire Is pompa; e di qui sembra che l'acqua manti per impedire
il vuoto. perche essa sale soltanto quando vi sarebbe del vuolo.

Vogliamo, infine, ricordare che si deve a B. Pascal ed ol grande
matematico suo contemporaneo Pierre de Fermat 10 /ondazione del cal­
colo delle probabilifa. doe di un ramo di importanzQ Jondamentale della
matematiea moderna, pura ed applieata. A questa proposito ricordiamo,
per esempio, l'importanza ehe fa statistiea ha per la vita sociale e per
la seienza di 088i, l'importanza che la tecnica delle assicuraziotli ha per
la nostra societa, e ricordiamo che tutti questi rami della matematica
applicota hanna avuto origine dalla intuizione dei matematiei che abo
biamo ricordato.

NeUa lettera che B. Pascal scrive a Fermat il giorno 29 luglio 1654
si dice ehe l'oceasione per Ie ricerche teoriche /u lomita da un certo
Cavaliere di Mere, it quale voleva risolvere un problema di gioco di
azzardo.

Tale problema potrebbe essere designato come il • problema della
ripartizione delle poste .; si code su questa problema ogni volta ehe due
giocatori interrompono 1a partita di gioeo d'azzardo prima della sua /ine
e vog/iono trovare un criterio per la suddivisione equa delle poste in
denaro che sana state versate e messe sui tavolo.

Ricordiamo che un problema della stesso tipo si Ira, per esempio,
quando in un contratto di assicurazione it contraente vuole seitldere it
contralto prima del suo termine e vuole la restituzione almeno parziale
delle somme che egfi ha versato.

Meditando su queste questioni Pascal giunse ad enuneiati di una
estrema chiarezza, e tra I'altro /u anche stimolato aile ricerche sui cele·
bre • triangolo aritmetico. che viene anche chiamato • triangofo di
Tartaglia. e ehe e /ormato dai coefficienti delle potenze delle varia·
bili nello sviluppo della potenza di un binomio.

Le pagine clle seguono sono prese dal Trattato sull'uSQ del triangolo
aritmetico per determinare la ripartizione delle poste tra duc giocatori
(Usage du triangle arithmetique pour determiner les partis qu'on doit
{aire entre deux joueurs qui jouent en plusieurs parties}.

Per capire Ie regale della ripartizione la prima cosa che si deve
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prendere in considerazione e il fatto che il denaro che i giocatori
hanno scommesso non t: pili lore perche hanno rinunciato alia sua
proprietaj ma hanno ricevuto in cambio it diritto di attendersi cib
che il caso pub lora dare, secondo Ie condizioni che sono state con­
venute prima del gioco.

Ma poiche si tratta di un contratto volontario, 10 possono rom­
perc quando vogliono; e cosi, quale che sia Ia situazione del gioco,
essi 10 possono interrompere; e, diversamente e contrariamente a cib
che hanno fatto incominciando a giocare, possono rinunciare ad
attendere il responso del caso e quindi rientrare ciascuno in pos­
sesso di qualche cosa; ed in questo caso il regolamento deve essere
tale che ciascuno dei giocatori trovi perfettnmente uguale prendere
quello che gli si assegna, oppure continuare I'avventura del gioco; e
questa giusta distribuzione la chiameremo In « ripartizione (equa) ».

11 primo principio che occone salvare quando si ra una equa
ripartizione t: il seguente: se uno dei due giocalori si trova in tale
condizione che, quale che sia il ruturo, una cerla somma gli deve
appartenere in caso di perdita oppure di guadagno, senza che il caso
glie la possa togliere, tale somma non deve enlrare nella ripartizione,
rna si deve considerare come somma assicurata, perche, data che la
ripartizione deve essere proporzionale al caso, e poiche non vi e
alcuna probabilita di perdere, egli deve poter ritirare lutto senza
riparrire con gli altri.

II secondo principio e it seguente: se due giocalori si trovano
nella seguente situazione: se uno vince, pub appropriarsi di una
certa somma, se perde, la stessa somma dovra appartenere aU'altro;
se il gioco si basa soltanlo sulla sorte e se ci sono uguali probabilit.a
in ravore dell'uno oppure dell'altro dei due giocatori, e quindi non
vi sono ragioni per attendersi che I'uno vinca piuttosto che I'altro,
se vogIiono separarsi senza giocare e prendere cic che a loro spetta
legalmente, la regola della equa ripartizione e che essi si dividano
meta per uno la somma che costituisce la posta del gioco...
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ISAAC NEWTON

Isaac Newton,1 /umaw per 10 trattazione della dinamica, e anche
a ragione cOllsiderato come uno de; londatori del co/colo infinitesimale.

Non e possibiJe. in un'opera come questa, dare un'idea completa
della estensione e della projonditQ delI'opera di Newton, perch~ cio
imp/icherebbe delle cOllascenze di mafema/ieD superiore che nan pos­
siama supporre possedute dol nastro lettore. Ci limitiamo quindi a pre­
senlare i pass; in cui egli espone alcune idee che sana ,imasle come
/ondamentali per tutla 10 matematica successiva a lui.

Ii passu che segue e fratto dalla Introduzione of Trauata sulla qua·
drature delle curve (Traclatus de quadratura curvarum) del 1704;2 110

tenuto presente che, anche neUa nomenclatura moderna, I'operazione di
« quadratura» pUG avere come significoto quello della ricerca delf'area
compresa tra una curva ed una retta; qui Newton collega questo pro­
blema, come si /0 spesso anclle ora, aile refazioni clle jlltercedono tra
queUe clle egli chiama Ie «puenti» (e cite oggi si indicano come «fun­
zioni ») e fe «pussioni» (che oggi vengollO indicate come «derivate »),

Considero in questo lavoro Ie grandezze matematiche non come
costituite di parti piccole a pillcere rna come generate da un moto
continuo.)

Le linee vengono descritte non mediante addizione di parti,
rna per mota continuo di punti; Ie superficie per moto di !inee;
i solidi per mota di superficie; gli angoli per rotazione dei loro lati;
i tempi per Ousso continuo e COS! in altri casi analoghi.

Queste generazioni hanno veramente luogo in natura, e si osser­
vano ogni giorno nel movimento dei corpi. In questo modo gli an-

I NOlO nel 1642, nel 1660 fu ammesso a studiare al Trinity College dell'Uni­
versitil di Cambridge. do\'e nel 1669 fu chiamato aUa caltedra di matematica;
nel 1672 fu proposto come socio alia Royal Sociely, rna. per difficottil economiche,
polt entrarvi solo nel 1675, Net 1693 fu nominato ispettore alia Zecca di Londra
e net 1697 ne fu nominato direltore: nel 1701 rinuncib alia catledra ncll'Universitil
di Cambridge. Nel 1705 fu nominato «sir •. Morl nel 1727.
2 II passo ~ riprcso da Le ori8ini del calcolo infinitesimale nell'era moderna di
Guido Caslelnuovo, Bologna, Zanichelti, 1938.
) La eonee:done delle grandell.e matematiche come COSlilUite di parti «piccole
a piaccre. era stata alia base del «Metodo degli indivisibili. inventato da
Bonaventura Cavalieri e sviluppato da Evangelista Torricelli (dr. pag, lOS): Newton
vede, invece, Ie grandezzc matemlltiche come «generate do un moto continuo.,
CiO gli permclte di definire Ie «nussioni. come Ie «ragioni uitime., ci~,

- secondo il linguaggio moderno - come i Iimiti dei rllpporti di eerie grllndezze.
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tichi indicarono Ie generazioni del rettangolo come descritto da un
segmento mobile perpendicolare ad un segmento 6sso.

Considerando dunque che quantita generate, crescendo in tempi
uguali, riescono maggiori 0 minori secondo ta velocita maggiore 0

minore con cui cresceno, ho cercato un metodo per determinare te
grandezze dalle velocita dei moti 0 degli iocrementi con cui si gene­
rano; chiamando flussioni queste velocita di accrescimento, e fluenti
Ie quantita generate, giunsi a poco a poco negli anni 1665 e 1666
al metodo delle flussioni del quale qui Caccio uso nella quadratura
delle curve.

Le flussioni si possono considerare con approssimazione arbi­
trariamente grande come gli incrementi delle fluenti, generati du­
rante intervalli uguali di tempo piccoli a piacere; in modo piti pre­
ciso SODO direttamente proporzionali agli incrementi istantanei delle
fluenti, e si possono poi rappresentare mediante linee quaIsiasi ad
esse proporzionali.

Cosi, per esempio, I'area del triangolo mistilineo ABC e I'area
del rettaogolo ABDG, siano generate dal moto uniforme delle ordi­
nate BC e BD che avanzano sulla base AB; allora Ie flussioni di
queste aree starsn- T
no fra loro come Ie H I _---K

ordinate BC e BD ==-------::.fEche Ie generano; I

perche queUe ordi- :
nate stanno fra loro :
come gli incremen- VL.~__~A¥- "I- ~"~' _
ti istantanei delle I

aree.4 I
Avanzi I'ordioa- G,L__-'O"- --"o!"--__

ta BC daUa sua posizione ad un'altra qualsiasi B' C'.
Si completi il parallelogramma BCEa' e si conduca la reUa VT

tangente aUa curva in C, che incontri i prolungamenti di B'C' e BA
rispettivamente nei punti T e V. E gli incrementi ora ottenuti del-

4 Quesla proposizione viene chiamllta, in qualche trattato, il teorema fonda·
menlale del calcolo infinilesimale; per esprimere il suo contenulO con Jinguaggio
modcrno si potrebbe dire che, considcrando I'area compresa Ira la curva e I'asse
delle ascisse come una fum:ione dcll'ascissa, 10 derivata di tale (unzione ~ l'ordinata
che corrisponde all'ascissa variabile. Ne consegue i1 legarne c1assico Ira Ie due
operazioni di calcolo della derivata e di determinazione deU'integrale di una
funzione.
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~

J'ascissa AB, deU'ordinata Be e della curva ACe' saranno rispettiva-

mente HB', Ee'. e I'arco CG'. E direttamente proporzionali a questi
incrementi istantanei sona i lati del triangol0 CET; e percio Ie flus-

~

sioni delle stesse AB, Be e AC sona rispettivamente proporzionali
ai lati di quel triangolo CET: CE, ET. Te, e si possono rappresen­
tare mediante quegli stessi lati, 0 cio che fa 10 stesso mediante i lati
del triangolo simile al primo VaG.

Si ricade negli stessi risultati se si tTavano Ie flussioni appli·
cando il metoda delle ultime ragioni di grandezze evanescenti.s

Si conduca Is retta CC' e 18 si prolunghi sino a un punto K. Ritorni
]'ordinata B'C' nella sua posizione primitiva Be e venendo a coinci­
clere i punti C e C, la reUs CK coincidera con la tangente CH, e iI
triangol0 evanescente CEe' nell'ultima sua fonna diventera simile
al triangolo CET, ed i suoi ]ati evanescenti CE, CE', C'C, saranno
infine proporzionali ai lati deU'altro triangolo CET: CE, ET, TC, e
percib saranno proporzionali a tali segmenti anche Ie Oussioni delle

~

!inee AB, BC, CA. Se i punti C e C' distano di un intervalJo comun­
que piccolo, la reUa CK divergerA di un piccolo angolo daUa tan­
gente CR. Perche 1a reUa CK coincida con la tangente CH e si tro­
vino Ie ragioni ultime delle linee CE, EC', C'C, devono sovrapporsi
e coincidere i punti C e C', Gli errod, aoche minimi, in matematica
non sono da trascurarsi.

Come si pull ben capire, Ie questioni paste dal nuovo metoda di
calcolo, e sopratfulto dai problemi che portavano al calcolo del limite
del rapparto di due grandezze che tendono verso zero erano moUe e
potevano suscitare dubbi ed obiezioni, anche in relazione al citato «me­
toda degli indivisibili _ di Bonaventura Cavalieri e Evangelista Torricelli,

Riportiamo qui di seguito 10 scalia che chiude la sezione I del libro I
dei Principi matematici della filosofia naturale (Ph..ilosophiae naturalis
principia mathematical. in cui Newton aDronta ulteriormente i dubbi
che potrebbero sorgere a proposito del signi/icato dei suoi procedimenti,
e /a menzione del metodo degli indivisibili.'

5 Come abbiamo gill detto, quelle che qui Newlon chiama Ie c ultime ragioni_
dl grandezze evanescenti in linguaggio modemo vengono indicate come timlti di
rapporli di funzioni che tendono a zero.
6 La traduzione ~ di Alberto Pala (Torino, UTET, 1965).
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Le cose che sono state dimostrate circa Ie linee curve e Ie super­
fici in esse comprese, si applicano facilmente anche aile superfici
curve e ai volumi dei solidi. In verita ho premesso questi lemmi per
sfuggire alia noia di dedurre, secondo I'usanza dei vecchi geometri,
lunghe dimostrazioni per assurdo. Col metodo degli indivisibiti Ie
dimostrazioni sono rese piu brevi. Ma poiche !'ipotesi degli indivi­
sibili e ardua, e poiche quel metodo e stimato meno geometrica, ho
preferito ridurre Ie dimostrazioni delle cose seguenti aHe prime e
ultime somme e ragioni di quantita evanescenti e nascenti, ossia ai
limiti delle somme e ragioni, e premettere, percU), it piu brevemente
possibile, Ie dimostraziani di quei Iimiti. Questo Slesso, infatti, viene
fauo anche col metodo degli indivisibiIi; ed essendo stati dimostrati
i principi, Ii possiamo gia usare in modo piu sicura. Percib, se nel
seguito mi capitera di considerare Ie quantita come costituite da
particelle determinate, 0 mi capitera di prendere segmenti curvitinei
come retti, vorro significare non particelle indivisibili rna divisibili
evanescenti, non somme e ragioni di parti determinate, rna sempre
Iimiti di somme e ragioni; e la fona di tali dimostrazioni si richia­
mera sempre al metodo dei lemmi precedenti.

Si obietta che non esiste I'ultimo rapporto di quantita evane­
scenti, in quanto esso, prima che Ie quantitlr siano svanite non c
I'ultimo, e aHorche sono svanite non c'e affatto. Ma can 10 slesso
ragionamento si pub giustamente soslenere che non esisle la vela­
cila ultima di un corpo che giunga in un certo luogo, dove il mota
finisce. La velocita, infatti, prima che un carpo giunga nel luogo
non e I'ultima, e quando vi giunge non c'e. La rispasta e facile: per
velocita ultima si intende quella con la quale i1 carpo si muove, non
prima di giungere al luogo ultimo nel quale it mota cessa, ne dopa,
rna proprio nel momento in cui vi giunge; 7 ossia, quella stessa velo­
cita can la quale il corpo giunge 31 luogo ultimo e con la quate il
moto cessa. Similmente, per ultime ragioni delle quantita evane­
scenti si deve intendere it rapporto delle quantita non prima di
diventare nulle e non dopo, rna quello col quale si annullano. Pari-

7 Qui Newlon fa appello alia inluizione dei falti elemcntari della meccanica per
respingere Ie critiche conlro la operazione del calcolo del limite del Tapporto tra
due grandezze che lendono a zero, operazione che ~ alla base della definizione di
cib che con linguaggio modemo si chiuma la «derivatn» della funzione. La
inluizione ci assicura della possibililll di com.:cpire In velocitll di un mobile in
un istanle qualsillsi. Le precisazioni critiche definitive suI concelto di continuilll
e sulle operazioni del nuovo calcoto saranno conquisla del sceolo XIX.
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menti, anche la prima ragione delle quantita nascenti ~ it rapporto
col Quale oasceno. E la prima e I'ultima somma e quella con cui
iniziano e cessano di essere (ossia di essere aumentate 0 di essere
diminuite). Esiste un limite che la velocita aUa fine del moto pub
raggiungere rna non superare. Questa e I'ultima velocita. E un ideo­
tico limite e iI rappotta di tutte Ie quantita e proporzioni incipienti
cd evanescenti. E poiche questa limite ecerto e definito, il problema
di determinarlo e veramente geometrico. In quanta, lutto cia che e
gcometrico pub essere assunto legittimamente per determinare e cli·
mostrare gli altri problemi geometrici.

Si puc anche obiettare che se vengono date Ie ultime ragioni
delle quantita evanescenti. saranno date anche Ie u!time grandezze,
e in tal modo ogni quantita sara costituita da indivisibili, contro
quanto Euclide dimostro circa gli incommensurabili nel decimo
libro degli Elementi. Questa obiezione, pero, si basa su una falsa
ipotesi. Le ultime ragioni con cui queUe quantita si annullano non
sono in realta Ie ragioni delle ultime quantita, ma i limiti ai quali
Ie ragioni delle quantita decrescenti si avvicinano sempre, illimitata­
mente, e ai quali si possono avvicinare per pili di qualunque diffe­
renza data, e che, perb, non possono mai superare, ne toccare prima
che Ie quantita siano diminuite all'infinito. La cosa si capisce pili
chiaramente nell'infinitarnente grande. Se due quantita, delle quali
~ data la differenza, vengono aumentate all'infinito, sara data 1a loro
ultima ragione, saprattutto la ragianc di cguaglianza, e, tutt8via, non
saranno date Ie quantita ultime 0 massime delle quali questa e la
ragione. Nel seguito, dunque. allorche per essere capito facilmente.
menzionero Ie quantita minime 0 evanescenti 0 ultime. non biso­
gnera supporre che si tratti di quantita di delenninata grandezza,
rna bisognera pensare sempre a quantita che diminuiscono ilIimi­
tatamente.

Diamo qui di 5eguilo alcune pagine de/l'opera gid citata, nella quale
la meccanica riceve la sua prima sistemazione scienlifica, con una trat·
tazione che ricorda quella che Euclide diede della g~omelria: enuncia­
zione di definizioni e dj assiomi, deduzione delle conscgucnze.·

DEFINIZIONE I - La quantita di materia e 10 misura della mede­
sima ricavata dol prodotto della sua densita per il volume.

• La traduzione ~ sempre ripresa dal testa indicato alia nOla n. 6.
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Aria di densita doppia, in uno spazio a sua volta doppio, di­
venta quadrupla; in uno tripUce, sestupla. La medesima cosa si ca­
pisca per la neve e la polvere condensate per compressione e lique­
fazione. E la nonna di tutti i corpi, che siano diversamente conden­
sati per cause qualsiasi. e identica. Qui non mi occupo del mezzo
che liberamente penetra attraverso gli intervalli delle parti, ammesso
che ci sia. In ~guito indichero questa quantita indifferentemente
con i nomi di corpo 0 massa. Tale quantita diviene nota attraverso
il peso di ciascun corpo. Per mezzo di esperimenti molto accurati
sui pendoli, trovai che e proporzionale al peso, come in seguito
mostrero.

DEFINIZIONE II . La quanti/a di mota e fa misura del medesimo
rieavata dal prodotto della vefocita per la quantita di materia.

l! movimento totale e la somma dei movimenti delle singole
parti; percib in un corpo doppio. con velocita uguale. la quantita
di moto e doppia; con velocita doppia e quadrupla.

DEFINIZIONE III - La lorza insita (vis insita) della materia e la
sua disposizione a resistere; per eui daseun eorpo. per quanta sta
in esso. persevera nel suo stata di quiete 0 di mota rettilineo un;­
lorme.

Questa forza e sempre proporzionale al corpa, ne difJerisce in
alcunche dall'inerzia della massa altrimenti che per iI modo di con­
cepirla. A causa dell'inerzia della materia, accade che ogni corpo e
rimosso con difficolta dal suo stato di quiete a di mota. Per cui
anche la forza insita pub essere chiamata col nome malta espressivo
di fona di inerzia. II corpo, in verita, esercita questa forza solo nel
case di mutamento del suo stato per elIetto di una forza impressa
dall'estemo; e quell'azione e, sotto diversi rispeui, di resistenza e di
impulse: di resistenza, in quanta it corpo per conservare it proprio
stato si oppone alia fona impressa; di impulse, in quanta il mede­
sima corpa, poiehe la forza di resistenza deU'ostacolo cede con
difficolta, tenta di mutare 10 stalo di queU'ostaeolo. Comunemente si
attribuisee la resistenza ai carpi in quiete e I'impulso ai corpi in
mota; rna mota e quiete, come sana comunemente concepiti, sono
distinti solo relativamente I'uno dall·altro. Non sempre, invece, sono
in quiete Ie ease che comunemente sana considerate in quiete.

DEFINIZIONE IV - Una lorza impressa e un'azione esercitata sui
corpo of fine di mutare il suo stato di quiete a di mota rettilineo
unilorme.
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Questa fona consiste neU'8zione in quanta tale. e, cessata J'azio­
ne, non permaDe nel corpo. Infatti un corpo persevera in cisselln
nuovo stato per Ia sola rona di inerzia. La fona impressa ha vane
origini: l'urto, Ia pressione. e la rona centripeta.

DEFINIZIONE V - La forza centripeta ~ la forza per eOetto della
quale i corpi sono altra/ti, 0 sono spina, 0 comunque tendono verso
un qualche punta come verso un centro.

Oi questa genere ~ 13 gravitA, per effetto della Quale i carpi ten­
dono verso i1 centro della Terra; 18 rona magnetics, per effetlo della
Quale i1 ferro va verso Is calamila; e quells forza, qualunque essa
sia, per effetto della Quale i pianeti sono continuamente deviati dai
mati rettilinei e sono costretti a rualare secondo linee curve. Una
pietra, farta ruotare nella fionds, tende ad allontanarsi daUa mano
che si muove in cerchio; col suo sforzo, essa tende la fionda tanto
pill fortcmente quanto maggiore e la velocita di rotazione, e allorche
non e pill trattcouta, vola via. Chiamo centripeta la forza, conlraria
a tale sforzo, per effetto della quale la fionda di continuo riporta la
pietra verso la mano e la tratliene entro un cerchio, giacche e diretta
verso la mano come verso iI centro di un cerchio. Identica e la nor­
ma di tutti i corpi che si muovono secondo una circonferenza. Ten­
tano tutti di allontanarsi dai centri delle orbite; e se non vi fosse
una qualche fona contraria a quella tendenza, per efJetto della
Quale sono frenati e trattenuti nelle orbite, e che per questa chiarno
centripeta, se ne andrebbero via can moto rettilineo uniforme. Un
proiettile, se non fosse per la forza di gravita e se venisse eliminata
la resistenza deU'aria, non ricadrebbe sulla Terra, rna se ne andrebbe
via nei cieli con mota rettilineo uniforrne. A causa della propria
gravitlt, tale proiettiJe e di continuo deviato dalla direzione rettilinea
e di continuo piegato verso la Terra, e cib in misura maggiore 0 mi­
nore, proporzionalmente alia propria gravitlt e alia velocita del
moto. Quanta minore sara Ia gravitA, in relazione alia quantita di
materia, 0 maggiore la velocita con cui viene lanciato, tanto meno
deviera daUa sua direzione rettilinea e tanto pill a lungo andra avanti.
Se una palla di piombo scagliata dal1a cima di un monte per mezzo
di un cannone e con una velocita data, proseguisse secondo una linea
orizzontale lungo una linea curva [100 aUa distanza di due miglia
prima di ricadere sulla Terra, essa palla, purche si eliminasse la
resistenza den'aria, con velocita doppia andrebbe lontano del dop­
pia, e con una velocita decupla andrebbe quasi dieci volte piu 10n-
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tano. E aumentando la velocita si potrebbe aumentare a piacere la
distanza aUa quale puC> essere scagliata, e diminuire la curvatura
della linea descritta, cosicche cadrebbe ad una distanza di 10,30 0

90 gradi, oppure potrebbe descrivere un'orbita intorno alia Terra,
o infine andarsene nei cieli e proseguire il suo moto rettilineo all'in­
fin ito. Per la stessa ragione per cui un proiettile puC> essere piegato
lunge un'orbita dalla fona di gravita e viaggiare intorno alia Terra,
anche la Luna, purche sia pesante, 0 per eft"etto della fona di gra­
vita, 0 per effelto di qualche attra rona che Ia spinga verso la Terra,
puC> essere deviata dal cammino rettilineo verso la Terra, e puC>
essere piegata lunge una propria orbita: e senza tale fona la Luna
non vi potrebbe essere trattenuta in aleun modo.' Se questa fona
fosse minore del dovuto, la Luna non devierebbe abbastanza dana
sua direzione reUilinea; se tale fona fosse maggiore del dovuto Ia
devierebbe piu del necessario e la tirerebbe via dalla sua orbita
verso la Terra. Viene richiesto per I'appunto che la forza sia di una
giusta grandezza ed ~ compilo dei matematici determinare la forza
per effeuo della quale un corpo puC> essere esattamente trattenuto in
un'orbita data con una velocitD. data; e, reciprocamente, determi­
narc la curva lunge la quale un corpo una volta proieltato da un
qualunque luogo con una data velocita. viene deviato da una data
fona. La quantita di questa fona cenlripeta e, inoltre, di Ire generi:
assoluta, acceleratrice, motrice.

Newton prosegue questa parte con aItre de{lnizioni e la conclude
con una osservazione eire precisa quale sia la portata del discorsc mate­
matico ut;linato nella fisica: non si pretende con questo d;scorso di
dare delle de(inizioni metafisiclre degli enti di cui si parla, ma softanto
di dare delle denominazioni clre servano per appcggiare if discorso mate­
matico successivo, it solo che abbia significato perche circoscrive Ie leggi
eire reggono gli enti di cui si parla.

Per il futuro chiamero Ie altrazioni, cosi come gli impulsi, acce·
leratrici e motrici essendo idenlico iI significato. In verita userc> Ie
parole attrazione, impulso, 0 propensione di qualcosa verso un cen­
tro indifferentemente e promiscuamente l'una per I'altra; visto che
quesle forze sono considerate non fisicamente rna rnatemalicamente.

9 Le concezioni che Newton stu csponendo non riguurduno soltunto i corpi sui
quali possiamo esperimcnlarc; esse rcggono il moto di qualunque corpe, cd anche
queUo dei corpi cclesti.
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Per cui, i11ettore si guardi dal credere che io con queste parole abbia
voluto definire una specie 0 un modo d'szione 0 una causa 0 una
ragione fisica, 0 che io, se per caso parlero di ceotri che attirano 0

di ceotri muniti di forza, attribuisca Ie forze. in un senso reale e
fisico, a ceotti (che sono 50ltaoto punti matematici).

Questa parte riguardante Ie definition; e conc/usa do uno scalia, net
quote Newlon chiarisce i[ significato che nella sua teoria hanna j con­
ceit; dj spatia e di tempo; queste cOllectioni newtoniane della spatia
e del tempo ossa/uti sono state considerate IOlldamentali per to mec·
can;ca in portico/are e per tutfa fa {isica fino all'avvento delle collec·
zion; della teoria della Relativita.

Scalio

Fin qui e stato indica to in quale senso siano da intendere, nel
seguito, parole non comunemenle note. Non definisco, invece, tem­
po, spazio. luogo e mota, in quanto notissimi a tutti. Va notato tut·
tavia, come comunemente non si concepiscano queste quantitA che
in relazione a cose sensibili. Oi qui nascono i vari pregiudizi. per
eliminare i quali conviene distinguere Ie medesime quantitA in asS().
lute e relative, vere e apparenti. matematiche e volgari.

I. - 11 tempo assolulo, vero, matematico, in se e per sua natura
senza relazione ad alcunche di esterno, scorre uniformemente, e can
altro nome e chiamato durata; queJlo relativo, apparente e volgare,
e una misura (esatta a inesatta) sensibile ed eslerna della durata per
mezzo del moto, che comunemente viene impiegata al posto del vera
tempo: tali sono I'ora, iI giorno, il mese. I'anno.

II. - La spazio assoluto, per sua natura senza relazione ad al­
cunche di estemo, rimane sempre uguale e immobile; 10 spazio rela­
tivo e una dimensione mobile 0 misura della spazio assoluto. che i
nostri sensi definiscono in relazione alIa sua posizione rispetto ai
corpi, ed e comunemente preso al posto dello spazio immobile; COSI

la dimensione di uno spazio sotterraneo 0 aereo a celeste viene de·
terminata dalJa sua posizione rispetto alia Terra. Lo spazio assoluto
e 10 spazio relativo sana identici per grandezza e specie, rna non
sempre permangono identici quanta al numero. Infatti se la Terra,
per esempio, si muove, to spazio che contiene la nostra aria, e che.
relativamente alia Terra, rimane sempre identico, ora sara una data
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parte della spazio assoluto attraverso cui J'aria passa, ora un'altta
parte di esso: e cosi, senza dubbio, muterA incessantemente.

HI. - II luogo e la parte dello spazio occupata dal corpo, e, a
seconda della spazio, pub essere assoluto 0 relativo. Dico parte del­
10 spazio, non posizione del corpo 0 superficie che 10 circonda. In­
fatti i luoghi di solidi eguali sono sempre eguali; invece Ie superfici,
a causa della dissomiglianza delle figure, sone molto spe550 ineguali:
Ie posizioni, a rigore, non hanno quantita, e non sono tanto luoghi
quanta proprieta dei luoghi. 11 movimento dell'insieme e identico
alIa somma del movimento delle parti, ossia, Ia traslazione del tutto
dal proprio luogo e identica aUa somma deUa traslazione delle parti
dai propri luoghi; quindi it luogo deU'intero e identico alIa somma
dei luoghi parziali e pertanto e interno ed in tutto if corpo.

lV. - II mota assoluto e la traslazione di un corpo da un luogo
a55Oluto in un luogo a55Oluto. it relativo da un luogo relativo in un
luogo relative. Cosi in una nave spinta dalle vele, il luogo relativo
di un corpo e quella parte della nave in cui il corpo giace, ossia
quella parte deU'intera cavita che il corpo riempie e che dunque si
muove insieme alla nave: e la quiete relativa e la permanenza del
corpo in quella medesima parte della nave 0 parte della cavitA. Ma
1a quiete vera e la permanenza del corpo nella medesima parte di
queUo spazio immobile nella quale la stessa nave si muove insieme
alIa propria cavita e aU'intero suo contenuto.JO

Newton prosegue nella sua analisi dei concetli di spazio e di tempo
ed aDerma:

Come e immutabile I'ordine delle parti del tempo, cosi 10 e
anche I'ordine delle parti dello spazio. Le si faccia uscire dai propri
luoghi e sarA come se uscissero {se COSt posso dire} da se stesse.
InCatti i tempi e gli spazi sono come i luoghi di se stessi e di tutte
Ie cose. Tutte Ie case sono collocate neI tempo quanto aU'ordine del·
la successione. neUo spazio quanto aU'ordine della posizione. ~ nella
loro essenza essere luoghi: rna e assurdo che i luoghi prirnari siano

10 Quindi Newton ritiene che abbia senso il parlsre deUa «parte deUo spazio
immobile _ nella quale si trova la nave. Quesla concezione, che si accorda con
una certa elabofll2ione fanlastica delle nOSlre espe.rienxe, verTi radicalmente cam­
biata dalla critica di Albert Einstein (1879-1955).
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mossi. Questi sono dunque i luoghi assoluti, e i mati assoluti sona
Ie sole tr8s1azioni da questi luoghi.

Vera ~ che, in quanta queste parti della spazio non possono
essere viste e distinte fra lOTO mediante i nostri sensi, usiamo in loro
vece Ie 10ro misure sensibili. Definiamo. infatti, tutti i luoghi dalle
distanze e dalle posizioni delle cose rispetto a un qualche corpo. che
assumiamo come immobile; ed in ~guito, con riferimenlo ai luoghi
predetti valutiamo tutti i moti. in quanta consideriamo i corpi come
tras(eriti da quei medesimi luoghi in altri. COSt, invece dei luoghi e
dei mati assoluti usiamo i relativi; 06 cic) riesce scomodo nelle CDse

umane: rna nella filasalia occane astrarre dai sensi. Potrebbe aoche
darsi che non vi sia aleun corpo in quiete al quale possano venire
riferiti sia i luoghi. sin i moti-II

Le quantita relative, quindi, non 50no Ie stesse quantitA dei cui
nomi si fanno belle, rna sana Ie misure sensibili di esse (vere 0 sba·
gliate) comunemente usate in luogo delle quantita misurate. Ma se
i significati delle parole devono essere definiti dal lora uso, con i
nomi di tempo, spazio, luogo e movimento dovranno propriamente
intendersi queste misure sensibili; e sicuramente sara un fatto incon­
sueto, e puramente matematico, se Ie quantita misurate saranno ca­
pite. Per cui fanno violenza al rigore del linguaggio, coloro che
interpretano queste parole come misure di quantitA. N~ di meno
corrompano la matematica e Is 610506a coloro che confondono Ie
vere quantita. con Ie loro relazioni e con Ie misure comuni.

E difficilissimo in venta conoscere i veri moti dei singoli corpi
e distinguerli di fatto dagli apparenti: e cio perche Ie parti dello
spazio immobile, in cui i corpi veramente si muovono, non cadono
5Otto i sensi. La cosa tuttavia non ~ aHatto disperata. Gli argomenti,
infatti, passana essere desunti in parte dai mati apparenti, che sono
Ie difIerenze dei moti veri, in parte dalle forze, che sono cause ed
effetti dei mati veri.

Newton conclude la parte che riguarda Ie defitlizioni etlullciolldo il
programma del suo trattato; va osservato che Ie sue parole sana state

II Si potrebbe intravvedere qui uno spiraglio nel quale si insinua iI dubbio cri­
tico; si potrebbe dire che la critica di Einstein fa leva proprio su questo punto.
Esso d'altra parte non era sfuggilo a Newton, che analizza in segullo il rapporto
Ira queUe che egli chiama Ie quantitll assolute che non • cadono sotto i sensi It

come dirl tra poco, e Ie quantitl che egli chiama • relative It, che sano Ie sole
che danno luogo alia possibilitll di misura.
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adottate per secoIi nel seguito come fa de(lnizione della parte della mec­
canica che viene chiamata «dinamica l'.

Come i moti veri siano da dedurre dalJe loro cause, dagli effetti
e dalle differenze apparenti, e per contro come dai mati sia veri che
apparenti si deducano Ie loro cause ed effetti, VetTa insegnato larga­
mente in seguito. A questo fine e state infatti composto iI seguente
trattato.

Dopa Ie definizioni, Nelllton enuncia ; suoi celebri «assiomi» che
sono stat; cO/lsideral; dopa di lui Ie leggi Jondamentali, ed i principi
della meccanica classica.

ASSIOMI 0 LEG<i1 DEL MOVIMENTO

LEGGE I • Ciascun corpo persevera nel proprio stato di quiete a
di mota rettilineo uniJorme, eccetto che sia costretto a mutare quello
stato da fane impresse.u

I proiettili perseverano nei propri moti salvo che siano rallentati
dalla rcsistenza dell'aria, e sono auratti verso iI basso dalla forza di
gravita. Una trottola, Ie cui parti, a causa della coesione, di continuo
si deviano I'un I'altra dal movimento rettilineo, non cessa di nlotare,
salvo che vcnga rallentata dalla resistenza dell'aria. I corpi piu
grandi dei pianeti e delle comele conservano piu a lunge i propri
moti. sia progressivi. sia circolari, effettuati in spazi meno resistenti.

LEGCE II - 11 cambiamento di mota e proporzionale alia forza
motrice impressa, ed avviene lungo la linea retta secondo 10 quale
la fona e stata impressa,u

Posta che una quaJche forza generi un movimento qualsiasi, una
forza doppia ne proeJurra uno doppio, e una tripla uno triplo, sia
che sia stata impressa di colpo e in una sola volta. sia gradatamente
ed in tempi successivi. E questa moto (poicM e sempre determinato
lunge la stessa direzione della fona generatrice) se e concorde e se
il corpo era gia mosso, viene aggiunto al mota di quello; souratto
se contrario, oppure aggiunto solo in parte se obliquo, COS! da pro-

11 Questa Icgge viene abitualmente indicata come «lege d'inenia.,
U Questa seconda legge, ehe stabilisce la proponionalith fra I'accelerazione e
la rona impressa, viene spes.so indicata come la .. legge fondarnentale della dina­
mica •.
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durre un nuovo movimento composto daUa determinazione di
entrambi.

LEGGE II I - Ad ogni azione corrisponde una reazione uguale e
contraria: ossia, Ie azioni di due corpi sono sempre uguali fra loro e
dirette verso parti opposte.

Qualunque cosa pressi a tiri un'altra cosa, e pressata e tirata da
essa neUa stessa misura. Se qualcuno preme una pietra col dito,
anche it suo dito viene premuto dalla pietra. Se un cavallo tira una
pietra legata ad una fune, anche iI cavallo e tirato ugualmente (se
cosi posso dire) verso la pietra: infatti la fune distesa tra Ie due
parti, per 10 stesso tentativo di allentarsi, spingera it cavallo verso
la pietra e la pietra verso il cavallo; e di tanto impedira I'avanzare
dell'uno di quanto promuovera I'avanzare dell'altro. Se un qualche
corpo, urtando in un altro corpa, in qualche modo avra mutato con
la sua forza il mota dell'altro, a sua volta, a causa della forza can·
traria, subira un medesimo mutamento nel proprio moto in senso
opposto (cib a causa della eguaglianza della mutua pressione). A
queste azioni corrispondono uguali mutamenti, non di velocita rna
di moto: sempre che sui corpi non agisca nessun altro impedimenta
esterno. I mutamenti di velocita, infaUi, elIettuati allo stesso modo
in direzioni contrarie, in quanta i mati sono modificati in eguale
misura, sono inversamente proporziooali ai carpi.

Questa legge si veri fica aoche nelle aurazioni, come sara pravato
nel prossimo scalio.

COROLLARIO I - Un corpo spinto da jorze congiunte, descrivera
la diagonale di un paraflelogramma nello stesso tempo nel quale
descriverebbe separatamente i lati. 14

Se un corpo, a causa della sola forza M impressa sui punta A,
viene trasportato in un data tempo con mota uniforme da A in B;
e per elIeHo deUa sola forza N
impressa sui medesimo punto, vie. A~B
ne trasportato da A in C: descri·
vera it parallelogramma ABeD e
quel corpo sara trasportato da en·
trambe Ie forze lunge la diagonale C 0
da A a D nel medesimo tempo.
InfaUi poiche la forza N agisce secondo la linea AC identica alia

14 Viene qui enunciate Ie celebre legge ehe viene spesso rkordata come • regola
del parallelogrammo .. per Ie composizione delle fone.
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parallela BD, questa fona. per la II legge, non muterl! per nulla
la velocita di avvicinamento a quella linea BD generata dall'altra
fona. II corpo dunque si accostera nel medesimo tempo alIa li­
nea BD, sia che Is fona N vi venga impressa, sia che no; per la
qual cosa alia fine di quel tempo sara in qualche punto di quella
linea BD. Per 10 stcsso argomento, alia fine del medesimo tempo
esso sara in qualche punto della linea CD, ed ~ necessario che sis
ritrovato nel punto di intersezione D di entrambe Ie Hnee. II corpo
continuera a muoversi di moto rettilineo da A a D per la prima
legge del movimento.

GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNITZ

Gottfried Wilhelm von Leibnitz. 0 Leibniz,\ ~ ben noto come uno dei
maggiori pensatori dei tempi moderni per i suoi studi di fifosofia, di
fogica e di matematica, che 10 portarono, per quanto interessa in par­
tico/are qui, o/tre che a importanti risultati matematici, a significative
ripessioni sui significato degli ent; e delle proposizioni matematiche e
sui rapporti fro logico e mafematica.

Per quanto riguarda gli enti e Ie proposizioni matematiche ci sem­
brano abbastanza in/eressanti alcuni passi del dialogo che riporfiamo
qui di seguito?

In quesfo dialogo IIengOno folie delle osserllazioni intcressanti a pro­
posito dei simboli matematici e della lora utifitd per it ragionamento;
inoltre si aOerma esplicitamente che le figure della geometria hanna un
carattere anatogo a quello dei simboli dell'aritmetica e dell'algebra. Gli
interlocutori sonG indicati do Leibnitz con Ie leUere A e B.

\ Nato a Lipsia ne! 1646. studib 610506a e maternatiea e si laureb in giurispru­
denza lie! 1666 a Altdorf. Anehe per la pretezione di diversi prineipi raggiunse
una certa polenza polilica. COD vari inearichi ufficiali. ehe connibuf anehe alia sua
fama. Negli uhimi allni della sua vila. per la morte dei suoi pretenori e per la
polemica can Newlon sulla $Coperta del ealeolo infinitesimale, potenza e rama
declinarono e Leibnilz mori quasi dimentieato, per il momento, nel 1716.
2 II dialogo e dalate agoslo 1671 ed e ripreso dall'opera intitolata Leibniz e fa
f08ica simbolica di Massimo Mugnai (Firenze, Sansoni, 1973); a questa opera
rimandiame per ultcriori nOlllie.
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[ ... ]
B - Questo soltanto mi crea imbarazzo: che senza aver presenti

nella mente vocaboli 0 altri segni (nisi vocabulis vel aliis signis in
animo adhibitis) non si posss conoscere. scoprire e provare nessuna
vents.

A - Anzi, se mancassero i caratteri non potremmo pensare
niente in modo distinto. 06 potremmo ragionare.

B - Ma quando osserviamo Ie figure della geometria, spesso Doi
raggiungiamo delle verita mediante una accurata riflessione su
di esse.

A - Certamente, rna bisogna sapere che aoche queste figure
sona da ritenersi caratteri: it circolo disegnato sulla carta non e
infatti it vero circolo e non e neppure necessaria che 10 sia, rna e
sufficiente che esso sia ritenuto tale da DOi.

S - Tuttavia esso ha una certa somiglianza col vero circolo e
sicuramenle essa non e arbitraria.

A - Lo ammetto e proprio per questo Ie figure sana tra tutti
i caratteri le pM utili. Ma quale somiglianza tu pensi sussista tra il
dieci e il carattere to?

B - Vi e una certa relazione ovverosia ordine nei caratteri che
sussiste anche neUe cose, innanzitutto se i caratteri sana stati esco­
gitati in modo opportuno.

A - E sia; rna quale somiglianza hanno gli stessi primi elementi
con Ie cose. cioe 10 « 0 » con 10 zero, oppure « a» con una linea?
Sei costretto ad ammettere dunque che almeno in questi elementi
non vi e bisogno di alcuna somiglianza con Ie cose.

Dopa poche battute B riprende:

... mi rendo conto di questa: che se si possono impiegare i carat·
teri per it ragionamento, c'e in essi un complesso di mutue relazioni
e un ordine che conviene aoche alle cose, se non nelle singole parole
(per quanta. se cib fosse. sarebbe meglio), almeno nella connessione
e nella flessione delle parole. E beneM variato, quest'ordine ha una
certa rispondenza in tutte Ie Hngue. Ed e proprio questa a danni la
speranza di useire daUa difficoltll. [nfatti, per quanto i caratteri
siano arbitrari, tuttavia it lora uso e 18 lora connessione ha qualcosa
di non arbitrario, vale a dire una certa proporzione tra caratteri e
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cose e Ie relazioni che sussistono tra caratteri differenti i quali pen)
esprimono Ie medesime cose. E questa proporzione 0 retazione e
il fondamento della verita. Essa infatti fa sf che qualora impieghia­
mo questi 0 quei caratteri, it risultato sia 10 stesso 0 equivalente 0

corrispondente in proporzione. Per quanto sia sempre neeessario
ricorrere ad aleuni caratteri per pensare.

A - Perfettamente! Ti sei saputo trarre d'impaccio in modo
egregio. E il calcoto analitico 0 aritmetico confenna la tua opinione.
Nei calcoli numerici infatti si ottiene sempre 10 stesso risultato sia
che venga utilizzato i1 sistema decimale, sia queUo duodecimale,
come hanno fatto alcuni matematici; e inoltre, se eseguirai i calcoli
gitt compiuti con sistemi diversi, ricorrendo questa volta a dei gra­
nelli 0 ad altri oggetti numerabili, i1 risultato sara aneora 10 stesso.

Ed A conclude it suo ragionamenfo nel modo seguente:

Vedi dunque che per quanta arbitrariamente possano venir as­
sunti i caratteri, purcM si osservino un certa ordine e una certa
regola nel loro usa, tutti i risultati sono concordi tra lora. Quindi,
per quanta Ie verita presuppongano necessariamente alcuni caratteri,
e anzi talvolta parlino degli stessi caratteri (come i teoremi che trat­
tano dell'eliminazione del nove), esse non consistono tuttavia in cia
che nei caratteri e arbitrario, rna in cia che in essi e pennanente,
vale a dire nella relazione rispetto aUe cose; ed e sernpre vero, indi­
pendentemente da ogni nostro arbitrio, che posti tali caratteri ne
risulta un certo ragionarnento e che postine altri, di cui sia nota la
relazione rispetto ai primi, risultera invece un altro ragionamento
i1 quale tuttavia manterra ancora quella relazione risultante dat rap­
porto dei nuovi caratteri con i precedenti, relazione che diventa evi­
dente mediante sastituzione 0 comparazione.

Ricordiamo ino/tre che Leibnitz PUQ a ratione eS5ere considerato
come un precursore nel campo della (ogiea simbolica; neUe sue opere
si trollano adottati dei simboli 8rafici per rappresenfare la dipendenza
logica dei conceiti, con un atfeggiamellto che prelude a quelli che oggi
Ilengono chiamati i f/ diagrammi di Eulero-Venn ».1

1 Oai nomi di L. Euler e del logico inglesc John Venn (1834-1923).
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Inoltre troviamo anche enunciate delle regale per il colcolo mediante
simboli che preludono aile ricerche di algebra appficata olla logica che
si ritroveranno circa due secoli dopo in G. Boole.

In questa ordine di idee l'atfeggiamento di Leibnitz e con/ermato
doUa testimonianza di /. Hadamard, il Quale nella sua opera La psico­
logia della invenzione nel campo della malematica scrive:

« ... Insisto che Ie parole sono totalmente assenti daUa mia mente
quando penso realmente... Credo di dover dire che 1a penso COS!

non solo delle parole rna anche dei segni algebrici... Usa rappresen­
lazioni concrete rna di una natura completamente diversa. Un esem·
pia di questa genere ~ gia nota nella sloria della scienza. Fu data
da Euler per spiegare a una principessa svedese Ie propriet3 del sil­
logismo. Egli rappresenta Ie idee generali mediante cerchi... Perso­
nalmente. dovendo pensare a un sillogismo non penserei in tennini
di parole (Ie parole difiicilmente ti permetterebbero di vedere se il
sillogismo e giusto 0 sbagliato) rna con una rappresentazione ana­
loga a quella di Euler, solo che userei non cerchi ma figure di fonna
indefinita perche non ho necessita di una forma definita per pensare
a figure interne 0 esterne I'una all'altra ».

Particolare interesse hanna per noj i contributi che Leibnitz ha dato
alia nascita del calcolo in/initesimale (diDerenziafe e integrale), a prO­
posito dei quali F. Enriques ha scrilto:4

... i quali [Leibniz e Newton]. .. vengona considerati come fon­
datori del modema calcoto infinitesimale.

Leibniz ha fissato soprattutto in maniera sistematica Ie regale
della derivazione (derivate del prodotto, del quoziente. della fun­
zione di funzione e della funzione inversa, nonch~ derivate delle
funzioni piu semplicD, usando di un simbolismo espressivo che e
stato adottato dope di lui dai matematici del continente e ha finito
poi con I'imporsi anche in Inghilterra, dove si e serbata per circa
un secolo la tradizione del Iinguaggio newtoniano. La derivazione
della funzione y = J(x) viene considerata da lui come quoziente
di due « differentiae» 0 (come si e detto in seguito secondo Giov.

4 F. Enriques, u malemalic1le nella sloria e nella cultura, Bologna, Zanichelli,
19J8. pp. 60-61.
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Bernoulli s e L. Eulero) di due differenziali:

...'!L
dx

cioe dell'incremento infinitesimo deUa funzione a queUo della varia­
bile indipendente: se questi infinitesimi vadano intesi soltanto in
senso potenziale, cioe come quantitA variabili evanescenti, ovvero
staticamente come infinitesimi attuali, non appare chiaramente nel­
I'opera di Leibniz. Sembra che egli comprendesse che l'infinitesimo
potenziale ~ sufficiente alia costruzione del calcolo, rna d'altra parte
ragioni metafisiche portavano nella sua mente l'infinito e l'infinite·
simo attuale: t( Je suis teUement pour l'infini aetuel qu'au lieu
d'admettre que la nature I'abborre, comme I'on dit vulgairement,
je tiens qu' elle I'affecte partout pour mieux marquer la perfection
de son Createur ».

Riportiamo qui fa traduzione di E. Carruecio' di aIeuni passi di
Nova melhodus pro maximis et minimis ilemque tangentibus, quae nec
fracla nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro iIIis calculi
genus (1684); si potrebbe dire a ragione ehe queste pagine, insieme
eon altre classiehe di Newlon, segnano l'inizio di una nuova epoca per
la matematiea, perehe, tra l'altro, non solo vengano qui indagali dei COII­
cetti lIuol/i, ma vielle allche cercato WI simbolismO atlo a rappresentarli,
e vengono anche stabilite Ie leggi lormali londamentali dei simbali
adottati.

Nuollo metodo per i massimi e i minimi come pure per
Ie tangenti, che non si indugia intorna a quantitii Irazionarie e irra­

ziana/i, ed un singolore genere di colcolo per quei problemi.

Sia dato I'asse AX, e piu curve come VV, WW, YY, ZZ, e Ie
ordinate di un loro punto, normali all'asse, sianO VX, WX, YX,
ZX: queste si dicono rispettivamente v, W, y, Z; ed il segmento AX

S Johann Bemoulli (1667·1748), svizzero, frateUo di Jacob, raggiUD5e imponanti
risultati nel calcolo infinilesimale e nella meecanica.
6 «Periodico di Matematiche,., &erie IV, vol. VII (1927), pagg. 289-301, ove la
tradut.ione ~ preceduta da una introduzione e accompagnala da note qui non r1por­
tate. Nella numerat.ione qui data per Ie figure, la fig. 1 ~ tratta dalla tradut.ione
tedesca di G. Kowalewski delle opere di Leibnitt. (Ostwald's Klassiker der exakten
WissenschaJten, Leipt.ig, 1908), la fig. 3 si tTOva Della Opera omnia (Fratres de
Toumes, Genevae, 17(8), t. III, pag. 167.

148



Gottfried Wilhelm von LcJbnltz

tagliato suU'asse, sia detto x. Le tangenti siano VB, we, YD, ZE, Ie
quali incontrano l'asse rispettivamente nei punti B, e, D, E (fig. 1).

At------;G
B,

z

z

/ Iv-""",, - K

M N

v,
v

B ,

A

BX;v:dx:dv

fig. I Fig. 2

Ora un segmento preso ad arbitrio, sia detto dx ed un segmento
(fig. 2) che sta a dx, come v (0 W, 0 y, 0 z) sta a BX (0 ex, a DX,
o EX) sia de~to dv (0 dw, a dy, 0 dz) ossia differenza delle stesse v
(0 delle stesse w, 0 y, 0 z).

Cia posta Ie regole del calcolo saranno queste:
Sia a una quantita data costante, sara

da=O e dax=adx

Se abbiamo y = v (ossia un'ordinata qualsiasi della curva YY,
e uguale ad una qualsiasi ordinata corrispondente della curva VV)
sara: dy = dv.

Addiziane 0 sottrazione: se si ha

z-y+w+x=v
sara

d (z - y + w + x) ~ dv ~ dz - dy + dw + dx

Maltiplicazione:
dxv = xdv + vdx

ovvero posta y = xv sara dy = xdv + vdx.
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Inratti e ad arbitrio impiegare un'espressione come xv, oppure
brevemente una sola lettera come y.

~ da notarsi che in questa calcolo si trattano nella stesso modo,
tanto x come dx, tanto y quanta dy, a un'altra qualsiasi lettera inde·
tenninata come il suo differenziale.

~ anche da notarsi che non sempre pub darsi iI procedimento
inverso a partire da un'equazione diflerenziale. se non con una certa
cautela di cui si dira ahrove.

Divisione:
v

d - ; oppure. posta
y

d
_ ± vdy +: ydv

z- f

v
z=­y •

Leibnitz proseglle nella presentazione dei pilrtleolari della sua regola,
ponendo eosi i /ondamenti di un «ealeolo », doe di utI metodo per
dedurre, Iltilizzando i nuolli enti do lui introdolti.

Egli traita con i suoi metodi Ilari easi partieolari e Ii appliea a
vari problemi conereti.

Ci pare interessante riportare la sua traitazione del problema della
ri/razione della luee attraverso la superfide di separazione di due mezzi.

Leibnitz ritrova con iI suo metoda un risultato ehe era gid noto a
P. Fermat il quale osserva ehe « La natura agisce sempre in modo da
scegliere Ie strade pili corle »;7 10 legge della ri/razione po/rebbe in/atti
essere enunciata dieendo ehe il percorso della luee e tale ehe it tempo
impiegato a percorrerlo eminima, se eon/rontato a quello occorrente per
un altro percorso qualesilJOglia.

Ora e meglio mostrame I'uso' in esempi piu evidenti per I'in­
telletto.

Siano dati due punti C ed E ed una retta 88 complanare con
essi; cercasi un punta F sulla retta 88. tale che congiunti C con F,
ed F con E. Ia somma dei rettangoli, CF per una data h, ed EF per
una data r, sia minima di lutte Ie possibili. COSt avviene se 88 e Ia
linea di separazione di due mezzi, ed h rappresenta la densita di un
mezzo, come I'acqua, daUa parte di C, ed r la densita di un mezzo,

7 La nature agit loujours pour les voies les plus courtes. (Lettera di Fermat al
medico Cureau de La Chambre (1594-1669) del t· genn. 1662).
• Ci~ mostrare applicazioni del melodo.
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come l'aria. daUa parte di E; si cerea un punto F tale che la via
da C ad E per F. sia la phi facile di tutte Ie possibili (fig. 3).

E

e 9

0 , F P
S p·x S

c

C

Fig. 3

Poniamo che tutte queste possibili somme di retlangoli, 0 tuUe
Ie difficolta. delle vie possibili, siano rappresentate dalle stesse KV
ordinate della cutva VV, nonnali alIa reUa GK (fig. 1); Ie chiame·
remo W, e si cerchi la minima di esse NM.

Poiche si danno i punti CedE si daranno aoche i segmenti per·
pendicolari ad 55, vale a dire CP (che chiameremo e), EQ (che
chiameremo e), ed inoltre PO (che diremo p), la stessa OF poi, che
e uguate a GN (0 ad AX) sara chiamsta x e CF J. ed EF g.
Sara FP = P - x, J = v? + j12 ~x + Xl 0 brevemente V7. e
g = v (? + ? 0 brevemente VIii.

Abbiamo dunque:

w=hVl+rVlii

e la sua equ8zione differenziale (posto dw = 0 in caoo di minimo) e
o = - hdl , 2 VI - rdm , 2 VIii

per Ie regole gia esposte del nostro calcolo.

Ora e
dl = - 2 (p - x) dx e dm = 2 xdx

h (p - x), I = rx , g.

Ora se queste considerazioni si applicano alia diottrica. e se si
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pone' = g, ossia CF = EF, poiche rimane invariata la riCrazione,
comunque si ponga la lunghezza del segmento CF; sarA:

h (p - x) = rx ossia h: r = x: (p - x)

ossia h sta ad r come OF sta ad FP; eire, i seni degli angoli d'inci·
deoza e di riCraziane (proporzianali rispettivamente a QF ed FP)
stanna Cra lora inversamente aIle densitA dei mezzi nei quali avviene
I'incidenza e la riCraziane. E questa densitA ~ da intendersi non
rispetta a nai, rna rispetta alia resistenza che i mezzi offrono ai
raggi della luee.

E si ha casf la dimostraziane del calcolo, altrove da noi indicata
in questi stessi stti, quando esponevana it Candamento generale del­
l'Ottica, della Catattrica e della Diottrica.

Leibnitz conclude fa sua esposizione lacendo rilevare fa semplicitii
e la leconditii del suo metoda e dimostrando di essere cosciente di aver
aperto dell~ strade nuove ed importantissime per fa scienza lutura.

Ed in tutti questi casi ed in altri assai piu complicati. malta
maggiore di quel che si crede ~ la rarissima semplicitA del nostro
metodo.

E questi invero sona soltanto gl'inizi d'una geometria malta piu
sublime, che si estende a qualunque dei problemi piu difficili e piu
belli anche della matematica mista, che senza il nastro calcala diffe­
renziale nessuna ragionevolmente lratterebbe can pari Cacilita.
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CAPITOLO IV

Momenti della matematica moderna





INTRODUZIONE

Come abbiamo detta ripetutamente. e chiaramente impossibile dare
un'idea di tutta la matematiea moderna, delfe sue caratteristiche, de;
suo; sviluppi e delle sue tendenze: ci limitiamo quindi a presentare certi
« moment; _, sempre attraverso Ie parole de; matemotici che scrivono
della propria scienzQ e del proprio 1011oTo.

Ripetiamo anche che 10 nostra seelta non signifieD una vafutazione
di merito, e in porticolare che non intendiamo con 10 nostra presenta·
zione dare anclte una indicQzione che QUlorizzi it leltore a ritenere che
i momenti qui presentati siano i soli moment; principali e londomen/ali
della motematica moderna.

Le nostre seelte riguardano anz;tutto l'ellOluzione critica. che doUa
cancezione dassieD della matematica ha portato alia concezione che di
questa scienza abbiamo 088i: questa evoluzione ~ introdotta secondo il
suo realizzarsi, attraverso quefla della geometria, che, partendo dall'tr
pera di Saccheri rivolta a _ emendare Euclide da ogni neo », giunge
/ino all'opera di Lcbacevskij, il quale _ 050» enunciare un postulato
che riguarda la parallela totalmente diverso da quello di Euclide, che
era stato considerato _ evidente» durante secoli di storia della scienza.

Questa posizione di Lobacevski; appare del tutto rivoluzionaria
nei riguardi di una tradizione che aveva considerato fino a quefl'epoca
la geometria euclidea come una scienza determinata dai suoi contenuti
e tale da partire da enunciati _ evidenti» per dedurre aitri enunciati
(i teoremi) meno _ evidenti ». Ii contributo della goometria e della cri­
tica dei suoi /ondamenti ha permesso di giungere alla concezione mtr
dema della geometria e deUa matematica in generale: la concezione
secondo la quale la matematica non ~ specificata da cerli contenuti
(numeri, spazio geometrico 0 aitro) ma dai suoi procedimenti.

La geometria ritoma poi con Ie pugine di F. Klein, che introduce
esplicitamente una strutfura algebrica (quella di _ gruppo ») che /or­
nisce un criteria per fa uniJicazione delle ricerche di geometria che a
quef tempo erano in crescita disordinata e tumu(tuosa.

In secondo luogo presenliamo la nascita di nuovi rami sui vecchio
tronCQ della matematica; anche in questa caso la presentazione pub
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essere softanfo parziale: tuffavia pensiamo clre la scelfa sia abbastanza
significativa per lar eogliere quegli aspetti di scienza viva della mate­
matiea dei quali si e detta nella prelazione e clre davrebbero essere
ernersi nei primi tre copitoIi. Qui vogIiamo solo osservare che la inven­
tiva e la lantasia conservano il loro ruolo anche nella alta spedaIizza­
zione tecnica contemporanea e che 10 studio e il ripensamento sui processi
psicologici della rieerea matematica hanno un notevole interesse, come
mostrano anclre alcune pagine di Poincare e Hadamard eire presentiamo
in questo capitolo.

Per quanto riguarda i nuovi rami dei quaIi d oceuperemo. diamo
qui brevi indieazioni a proposito degli Autori e dei passi riportati.

Della vastissima produzione di L. Euler riportiamo una nota eire
segna I'inizio degli studi di topologia, doe di un ramo della materna­
tica eire Ira oggi una importanza londamentale; la trattazione di L. Euler
e al livello di c g€Ometria qualitativa II, doe di considerazioni eire ten­
gono conto della sola posizione reciproca degli elementi in oggetto e
clre non dipendono dalle condizioni, abitualmente e tradizionalmente
considerate, di grandezze e misure.

Di P. Laplace ricordiamo in particolare la prima codificazione riga­
rosa della t€Oria delle probabilita, clre apriva alIa matematietl l'analisi
della situazione psicologiea dell'uomo di !ronte a eventi incerti e quindi
delle azioni e delle situazioni umane.

Di J. B. Fourier riportiamo aleune pagine sullo teoria del ealore, cioe
su una opplicazione della matematiea a campi diversi da quello, consi­
derato classico, della meccaniea razionale, osservando eire i lenomelli
termid appartengono al campo della fisica, rna presentano tuttavia un
aspetto del tutto nuovo, dovuto alia essenziale irreversibilita del lena­
meno della trasmissione del calore; Fourier non soltanto applicD la mate­
matiea a questi lenomeni, ma allcora codificD in qua/eire modo un aspetto
tipico deII'impiego della matematica. Inlatti egli aDermD clre l'analisi eire
la matematica faceva di questi lenomeni era in eerto modo indipendente
daJla questione sulla natura del colore ed era valida quale eire losse la
natura di questo.

Di G. Boo/e riporfiamo alcune pagine neUe quali sana indagafe Ie
leggi londamentali di quelle operazioni della mente mediante Ie quali
si realizza it pensiero umano, pagine eire lanna entrare 10 matematica
nei compo della logica, /0 cui trattazione era stata fino a quei tempo
sviluppata con it linguaggio comune.

Di G. Canfor riportiamo alcune pagine relative al coneetto di insieme,
eire e londamentale per ogni ragionamento; purtroppo nan e possibile
arrivare qui all'analisi di Cantor del eoneetto di « insieme infinito II, gia
aUrontato do Ga/i/eo con genioli intuizioni, e alia sua eostruzione di una
aritmetiea dei numeri transfiniti, eire permette alia matematica di oggi
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di ana/izzare l'in{inito cosi come la vecchia aritmetica dominava il nu­
mero {inito.

Di G. Frege riportiamo alcune pagine relative alJ'analisi dei fonda·
menti delJ'aritmetica neIle quali t esposta 1a necessita di giusti{icarne
in modo rigoroso i procedimenti. Frege giunse·cosl alia formalizzazione
dei procedimenti elementari del ragionamento, sulla scorta del 1avoro
di pioniere di Boole.

Di H. Poincare riportiamo alcune pagine di ripessione sui signi{icato
della matematica e dei suoi procedimenti, aile quali si collegano - almeno
in parte - Ie pagine riportate qui di J. Hadamard sulla psicologia dei
matematici.

Di D. Hilbert riportiamo alcuni passi del classico discorso al con­
gresso internazionale dei matematici del 1900, nel quale riassunse i
problemi fondamentali rimasti insoluti nella matematica per tracciare la
strada ai rieereatori del futuro attraverso it collegamento tra problemi
da risolvere e ricerehe da svituppare.

Concludiamo 10 rassegna con uno scritto di F. Enriques sull'errore
nelle matematiche, impor/ante per if suo signi{icato ai {ini ehe ci siamo
proposti.

Ripetiamo che la rassegna che noi abbiamo dato non ha alcuna pre-­
tesa di completezza: non sana presentati per esempio dei giganti come
K. F. Gauss,! K. Weierstrass,2 B. Riemann;} tra gJi italiani, in partico­
lore, non compaiono qui dei matematici come G. Castelnuovo4 e F. Se-

I Karl Friedrich Gauss (I777-1855), fu direllore deU'Ossc:rvatorio astronomico di
Gottinga dal 1807 e profcssore di aritmctica in quella UniversitA. I contributi di
Gauss alia matematica hanno imponanza fondamentale e riguardano I'arilmetica,
I'algebra e la geometria. Egli lasciO pure un'onna indelebile nell'astronomia,
nella gcodesia e nella fisica matcmatica.
2 Karl Thcodor Wilhelm Weierstrass (181S-1897), passalO alia matem'tica dagli
sludi di giurisprudenza, inscgnO in alcune scuole prima di divenire profcssote
alI'Universilil di Berlino (stnordinario da! 1856, ordinario dal 1864). Fu uno dei
matematici pili. eminenti della seconda melA del sceolo XIX e uno dei fonda tori
della modema teoria delle funzioni.
3 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), concluse gli S1udi e insegnO
all'Universitlro di Gottinga, nella quale divennc professore ncl 1859. I suoi studi
ebbero profonda influenza su diversi rami della matematica, e in particolare sulla
geometria e sulla leoria delle funz.iooi.
4 Guido Castelnuovo (1865-1952), veneziano, fu professore all'Universitl di Roma
(gcometria analitica e proiettiva, geomelria superiore. malemaliche complementari,
calcolo delle probabilitl) dal 1891 al 1935, quando lascio l'insegnamento per
sopravvenuti limiti di etlt. Nel 1938 dovette lasciare la sua casa per Ie leggi razziali
e fu aiutato dai suoi molti allievi. Nel dopoguerra fu chiamato a dirigere iI Con­
siglio Naz.ionale delle Ricerche, a riorganizzare l'Accademia dei Lincei, della
quale fu presidente fino alia morte; fu nominato senatore a vita della Repubblica
Jllliana.
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veri,S che /urono tra i pili importanti deIl'uftimo seeolo e che, insieme
con F. Enriques, /urono tra fe figure pili rappresentative di quel ramo
della geometria afgebrica che viene spesso indicato, per merito foro e
della COrrente da loro capeggiata, 10 «scuola italiana JI di geometria
algebrica. Tuttavia pensiamo che ta rosse8JUl che abbiamo qui presenlato
corrispanda agli scopi che ci prOpanevamo: anzitutto quello di dimo­
strare che (come abbiamo ripetuto anche poco /a), la matematica e
una scienza vivente, ed in secondo luogo queUo di stimolare i ricerca­
lori e Ie persone di cuftura a aecoslare i classici ed a constalare per­
sonalmente fa vita1ilii del /fuire storico della evoluzione che e tipico di
ogni scienza, ma che e particolarmente interessante e stimolante ne1
coso della matematico.

S Francesco Severi (1879-1961), aretino. vinse a 25 anni 1a calledra di pmema
proieniva e descrilliva deJl1Jnivenilli di Parma; I'anoo dopo passb a Padova e
nel 1922 passe aRoma. Nel 1939 fondb I'lnituto nazionale di alta matematica.
Fu accademico d'ltalia. socio nazionale dei Lincci, membro di numerose accademie
italiane e stranierc.

GEROLAMO SACCHERI

11 nome di Giovanni Gerolarno Saccheri l e passato alia storio della
matematica per if suo origina1issimo contributo allo sviluppo della gec­
metria; egU viene unanimemente considerato come un precursore della
geometria non-eucUdea e quindi come uno di colora che hanna aperto
la strada per una concezione del fuft,o nuova della geometria in parfi­
colore e della matematica in generale; in/atti nella sua cfassica opera
Euclide emendato da ogni nco (Euclides ab omni naevo vindicatus sive
conatus geometricus quo stabiliuntur ipsa universae Geometriae prin­
cipia) egli stabilisce, per 10 primJ1 volta nella storia, una successione di
proposizioni, logicamente collegate tra loro in modo ineccepibile, Ie quali
partono da pastulati diversi da quelli enunciati da Euclide nei suoi
Elementi.

I Nato a Sanremo nel 1667, enlro nella Compagnia di Gesli e fu ordinato sacerdote
nel 1694; filosofo, tcologo, matematico, ebbe nel 1699 dal Senato milanese la cat·
tedr. di matematica nell'Univcnitli di Pavia, cattedra che tenne fino alia morte.
Morl a Milano nel 1733.
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Come si e vislo, l'opera di Euclide incomincia con l'enunciazione di
eerie proposizion; che sana state considerate come delle definizion; degli
ent; di cui si fralta e prosegue con 10 enunciaz;one di eerie proposizion;
che sana date stnza dimas/razione e che sana chiamate «pastulat; it e
It nozioni comun;:t. rro j posfulati, if quinto riguarda fa relazione ira
due relle comp/anar; che non si incantrano, e sostanzialmente stabifisce
10 u/lidta della parallela ad una retta data passante per un punta dato.

L'otteggiamento dassico lIei riguardi della geometria pofrebbe essere
descritto in modo approssimativo dicendo che non si avevano dubbi sui
Jatto che 10 geometria dicesse delle verita intorno oj suoi oggell; e che
in partico[are non si avevano dubbi sullo verita dell'enunciato del quinto
postulato. Tuttavia sono stati jatti, net corso della storia, numerosi ten­
tativi per If dimostrarlo II, cioe per ricondurlo ad afire propositioni che
venivano giudicate come pili «evidenti If.

G. Saccheri non si soltrae alia posizione psicologica comune alia
scienza del suo tempe, cioe lion mette minimamente in dubbio fa «ve­
rita» del pestulato; d'altra parte egli dimostra una estrema originalita
nel procedimento che segue: egli injaW non accetta i tentativi di dimo­
strazione che erano stali tentati prima di fui, e scegfie una strada che
si jonda sui potere della sola logica: la strada della dimostratione per
assurdo.

La originalita della sua pesizione 10 conduce quindi a considerare
come vere certe proposizioni che SOflO Ie negazioni della proposizione
euclidea ed a dedurre una ceria quantila di conseguenze do queste ipo­
tesi; egli ottiene cosi uno scopo, che ~ diverso da quello che si pro­
poneva, ma che 10 ja entrare egualmente nella storia della matematica;
come abbiamo giel detto, egli del per primo un insieme di proposizioni
di goomelria non-euclidea. che si sostengono doe con la sola coerenza
logica delle premesse, senza alcun appoggio in quella che egli credeva
essere 10 realta della sofa geometria vera.

Le pagine che seguono sono tratle da quella parte dell'Euclide ernen­
dato2 che viene abitualmellte presa in considerazione per i suoi rapporti
can if quinto posluloto degli Elementi.

Riportiamo anzitutto dei brani della prejazione nella quale I'Autore
precisa la sua intenzione, e quali siano i «nei» dai quali egli vuole
emendare Euclide (doe if trattato degli Elementi di Euclide).

IA prelazione ~ interessante per varic ragioni: intanto traspare da
questa, come do tutto il resto dell'opera. la convinzione che la goome·
tria euclidea josse 10 sola cd unica geometria « vera If; dovevano in/atti

2 Le pagine riporlate $Ono traue da L'Euclide emendalo del P. Girolamo Saccher;,
Iraduzione e note del proL G. Boccardini (Milano, Hoepli, 191)4), ad ecce:r.ione del­
l'ultimo periodo qui riporlalo che, trascritto in latino dal Boccardini, ~ stato
tradolto da noi.
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passare piu di eento anni perehe i matematici raggiungessero 10 certeZZQ
del lotto ehe Ie geometrie non-euclidee hanno la stessa eoerenza logica
della geometria euelidea. In secondo luogo si putJ vedere ehe Saeeheri
si rende ben conto degli errori logici ehe erano stati commessi do altri,
i quali avevano eereato di « dimostrare • il postulato euclideo della para/­
lela con fa introduzione di aUri postufati, Oppure addirittura assumendo
come «evidenti • eerte proposizioni, senza curarsi di annoverarfe espli­
citamente tra i poslu/ati, eioe tra ie proposizioni che si danno senza
dimostrazione.

PREFAZIONE DELL'AuTORE

Nessun cuhore delle scienze matematiche pub ignorare quanto
sia it pregio e I'eccellenza degli Element; di Euclide; ne Canno Cede
Archimede, ApolJonio, Teodosio' ed altri innumerabili matematici
fino ai nostri giorni, i quali si servono degli Elementi come di dot·
trina da lungo tempo e su basi sicure stabilita. Cib peraltro non im·
ped! che molti tra gli antichi ed i modemi celebrati cultori della
geometria non vi trovassero quaJche cosa a ridire; e infatti si notano
tre n~i.

II primo riguarda la definizione delle paraJlele e con essa it po­
stulato V del libra I « due reUe segate da una tena, se formano can
questa angoH intemi da una medesima parte la cui somma e minore
di due terti, si incontrano da questa parte It.

Nessuno per certo vi ha che dubiti della verita di questa postu·
lata,· rna la sola accusa che si muove ad Euclide ~ di averIo chia·
mato con il nome di assioma, come se al solo enunciarlo esso riu·
scisse evidente.

Gli e percib che in seguito non pochi, pur accettando la defini­
zione euclidea delle parallele, ne tentarono la dimostrazione, serven·
dosi di queUe sole proposizioni del Iibro I che precedon"o la 29-,
per la quale incomincia ad essere indispensabile l'uso del contro­
verso postulato.

Ma poiche gli sforzi degli antichi riuscirono vani a raggiungere
l'intento, ne venne che molti esimii goometri a noi pili vicini riten­
nero necessaria una nuova definizione di rette paralJele; pertanto
alia definizione euclidea c Lince rette parallele sono queUe Ie quali

, Teodosio dello di Tripoli, geometra e aslronomo greco vissuto non dopo il
primo secolo a.C.
• Questa [r1lJC nela la poswone inlelleuuale del Saccheri, che non aveva alcun
dubbio suUs veril.!. della proposizione euclidea.
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essendo in un medesimo piano, prolungate indefinitamente dall'una
e daD'sltrs parte, non si incontrano mai »,5 pensarono di sostituire
la seguente: «Lince rette parallele sono quelle Ie quali essendo in
un medesimo piano e prolungate indefinitamente sono scmpre tra
lora equidistanti ».

Senonche alcum, e SODO i piu acuti, cercarano di provare che
esistono linee cosiffatte, per passare poi a dimostrare la verit~ del
controverso postulato, su cui, 8 partire daUa proposizione 29'" pog­
gia tutta 18 geometria; aIm invece (non senza peccare gravemente
contra la logics) assumono linee rette cosiffatte come date, e di poi
passano senz'altro a dimostrare Ie rimanenti proposizioni della gee­
metria.'

Questi SODO gli argomenti che ofJriranno materia a1 primo libra
del mio opuscolo, libra che dividero in due parti.

Nella prima imitero gli antichi geometri, ci~ non mi preoccu­
pero n6 della natura ne del nome di quella linea, i cui punti sono
equidistanti da una retta data; rna soltanto rni Cermen) a dimostrare
it postulato V at di fuori di ogni petizione di principio, e cio facendo
uso solo delle prime 26 proposizioni del libro I.

NeUa seconda parte, per dare nuova conferma del postulato, pro­
ven) che itluogo dei punti equidistanti da una rerta data euna linea
rerta, ed aUors si vedra come sia necessaria sottoporre i principi fon­
damentali della goometria ad una rigarasa disamina.

La strada, del tutto originale. che il Saccheri segue pr!r giungere aUa

J Si rieordi ehe per Euelide e per i suoi seguacl, la _linea retia. era considerata
quella figura che noi oggi ehiamillmo _ segmento di retta. e quindi ha senso per
loro la fruse _ prolungare una reua. ehe nella abitudine modema appare sprov­
vista di senso, percM si definisce come reUa la figura infinila, ehe si olliene pc<>­
lungando comunque it segmento.
, Qui il Saccheri dimostra la lcuteua del suo spirito criuco. Infalti, considerundo
iI luogo L dei punti che hanna unl distanzl dati da unl rella dltl, non ~ deno
che laic luogo sil una retta; anzi Ii dim05lru flCilmente che i1 postu!ato euelideo
della parallell pub essere .sostiluito dalla proposizione seguenle: _ II luogo dei
punti ehe hanno IUlli uguali distlnze da una data rella qualsiasi ~ pun:: una retia •.
Se non ~ stalO enuneiato i1 postulato euelideo nE ~ slata enuneiala la proposizione
di cui sopra, la sola cosa ehe si pub dire ~ ehe i1 luogo L ~ una linea, a priori
diversa dalla retia, e che COli nomenclatura moclerna viene chiamllta _ iperciclo •.
Saccheri fara l'analisi delle proprieta di questa figura, iI che dimostra la sua
acuteua di critica, anehe se giungera a conclusioni sbagliate proprio nel calcolo
della lungheua di questa linea.
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sua dimostrazione, e quelfa delfa dimostrazione per assurdo, consistente
nel supporre che it poslulato non sia vero e nel lentare di dedurre da
questa negazione una cO/ltraddizione.

La prejazione prosegue poi a presentare gtl arlri due II" nei » del tral­
talo di Euclide, che il Saccheri si propone di eliminare logicamente,
costituiti da due proposizioni: queUe che egli indica come la de/ini­
zione 6 del libro Vela de/inizione 5 del libro VI.

Non intendiamo esporre qui Ie questioni che riguardano la denomi­
nazione delle proposizioni,7 ne Ie questioni storiche riguardanti la loro
aulentidta; d limitiamo quindi a presentare Ie proposizioni cosi come
esse sono prese in considerazione da Saccheri.

Euclide V, 6 - Quattro grandezze formano proporzione, ovvero
la prima ha alia seconda 10 slcsso rapporto che la terza ha aUa
quarta quando, presi degli equimultipli qualisivogliano deUa prima e
della terza e degli equimultipli qualisivogliano della seconda e della
quarta, ogni volta che it multiplo della prima e maggiore, uguale 0

minore del multiplo della seconda, anche il multiplo della terza e
maggiore 0 rispettivamente uguale 0 minore del multiplo della quarta.

Euclide VI,S - Una ragione' si dice composta di altre quando
risulta dal prodotto di queste.

Diamo ora alcune proposizion; del traltalo di G. Saccheri, per jar
vedere fa lecnica da lui seguita: egli inJatti considera una figura chia­
mata «quadritatero birettangolo iscscele _; due degli angoli di tale qua­
drUatero sonG relli; sugli altri due (che Saccheri dimostra uguali Ira
foro) possono essere emesse Ire ipotesi; la prima, che Saccheri chiama
«ipotesi dell'angolo retto. conduce alta dimostrazione del postulato
eudideo della paraliela. Le altre due vengono chiamale «ipotesi def­
l'allgolo acuio. ed «ipotesi dell'angolo ottuso ».

£ chiaro che se queste due ipolesi risulteranno invalide, risulJera
vera per conseguenza l'ipotesi dell'angolo retto, doe it pastulato eudi­
deo risufterd dimostrato.

Ora per dimostrare che Ie due ipotesi sono invalide, si puo proce·
dere «per assurdo »; in alJre parole si pub accettare provvisoriamente
una delle ipotesi e trarre Ie conseguenze do essa, /ino ad arrivare ad una

7 A titolo di cscmpio diremo che quella che Saccheri indica come definizione
5 del libro VI e ritenuta da vari storici aUlorevoli come non dovuta ad Euclide,
ma come un risultato di una interpolazione posteriore falla sui lesd.
• Rapporto.

162



Fig. 1

R",__,X

L ""'" K

C "'-0
L /K
A~/'------'IB

Gerolamo s.eebe.ri

conseguenza che sia pa/esemenle fa/sa. Questa falsi/a portera come con~

seguenza /a invalidittl della ipotesi. I!. questa /a strada che Saccheri
intende seguire.

Ecco Ie parole di Saccheri che seguono la sua IV proposizione.

DEFINIZIONI

Poiche in ogni quadrilatero birettangolo isoscele gli angoli ai
vertici sono uguali, si possono distinguere tre ipotesi circa la natura
di questi angoli; chiameremo « ipotesi dell'angolo retto, ipolesi del·
I'angolo ottuso, ipolesi dell'angolo acuto ».

Proposizione V

Se in un solo case e vera I'ipotesi dell'angolo retto, esss e vera
in ogni altro caso.'

Dim. - Nel quadrilatero birettangolo isoscele ABCD (6g. 1) oltre
gli angoli in A e in B sieno retti gli angoli in C e in D. Sara CD
eguale ad AB.

Sui lali AC e BD proiungati si prendano due
segmenli CR e DX uguali ad AC e BD e si con·
giunga RX. Ripiegando la figura intorno a CD
it pUniO A vien portato in R e it punto B in X,
il che dimostra che RX e uguale ad AB e che gli
angoli in Rein X sonG retti. Pili elegantemente
possiamo dimostrare che gli angoli R ed X sono
retti nel seguente modo: nei Iriangoli ACD, RCD
uguaH (Euc1ide, 1,4) i Inti AD, RD sono uguaH
e sono uguaH gli angoli ADC, RDC e perciO
uguali sono pure i loro complementi ADB, RDX
e quindi (Euclide 1,4) nei triangoli ADB, RDX sara RX uguale ad
AB e pero gli angoli in R ed X saranno retti.

COS! e dimostrato che, sotto la stessa base AB, i lati AC e 50
possono essere prolungati indefinitamente, sempre sussistendo I'ipo­
tesi dell'angolo retto. Dimostriamo ora che la stessa ipotesi seguitera

, Si noti 1a imporlanzB fondamentale di questa proposizione e della seguentc:
in esse si dimostrB che dalla validita in UII solo caw della ipolesi si puO traITe
la validila della ipotesi stCSS8 in ogni coso.
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a sussistere anche nel caso di una diminuzione qualsiasi dei lati AC
e BD. Infatti in AR e BX si prendano due segmenti uguaH AL e BK
e si congiunga LK. Se gIi angoli in L e in K non sana retti, sana tut­
tavis uguaH e saranno da una banda, p. es. verso AB, ottusi e dal­
I'ahra acuti e quindi per la proposizione III sara LK maggiore di RX
e minore di AB, it che ~ falso, essendo RX uguale ad AB. Dunque
gli angoti in L e in K sono retti.

£ poi manifesto che prendendo nel quadrilatero ABXR per base
BX e per lati eguali AB ed RX l'ipotesi dell'angolo retto rimarra im­
mutata per qualsiasi aumento 0 diminuzione della base AB; cosi che
iI teorema ~ dimostrato complelamente.

X

T

C
l

A

Proposizione VI

Se in un solo caso ~ vera I'ipotesi deU'angolo ottuso, essa ~ vera
in ogni altro caso.

Dim. - Nel quadrilatero birettangolo isoscele ABCD (fig. 2) gli
angoli in C e in D sieno ottusi. Sara CD minore di AB. Sui lati AC
e BD prolungati si prendano due segmenti CR, DX uguali ad AC, BD
e si congiunga RX.

Se gli angoli in R ed X sono ottusi abbia-
rna I'asserto; ora retti non possona essere per- R

cM sarebbe verificata in un caso I'ipotesi del- s
l'angolo retto e quindi anche gli angoU in C e
in D sarebbero retti, contro l'ipotesi. Ma non
possono essere neanche acuti. Infatti, in tal 0
caso sarebbe RX maggiore di AB e percib K
molto maggiore di CD; e aUera se it quadri-
latera CDXR si intende riempito di rette, stac- 8
canti dalle rette CR, DX parti rispettivamente Fig. 2
uguali, si passerebbe dalla reUa CD, che ~

minore di AB, alia reUa RX che ~ maggiore di AB, passando per
una certa retta ST uguale alia stessa AB e in questa passaggio si
verificherebbe un caso a favoTe dell'ipotesi deU'angoto retto, it quale
non lascerebbe piu luogo all'ipotesi fatta dell'angolo ottuso. Dunque
gli angoli in Rein X sana ottusi.

Si prendano ora in AC e BD due parti uguaH AL e UK e si con­
giunga LK; si dimostra, come sopra, che gIi angoli in L e in K non
possono essere ne retti, ne acuti; dunque sono attusi. Cosf ~ dimo-
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strata che, sotto la stessa base AB, aumentando 0 diminuendo a pia·
cere i tati AC e BD, sussiste sempre I'ipotesi dell'angolo ottusa. Ma
questa ipotesi seguita a sussistere sotto qual· r< H x
siasi base. Infatti nel quadrilatero birettangolo
isoscele ABRX (fig. 3), in cui gli angoli in R
e in X, come ahbiamo vista precedentemente,
sonG ottusi, si prenda per base BX. Si divi·
dano AB ed RX per metll nei punti M ed H
e si congiunga MH che sappiamo essere per·
pendicolare ad AB e a RX. II quadrilatero
MBXH ha tre angoli retti e uno ottusa in X. A M F

Si costruisca I'angolo retto BXP; it lato XP Fl 3
dell'angolo retto incontrerll MH in un pun- g.
to P situato tra M ed H perche "angolo BXH e ottuso e I'angolo
BXM, che si ottiene congiungendo X con M, e(Euclide I, 17) acuto;
allora poicbe it quadrilatero XBMP ha tre angoB retti e uno ottuso
(Euclide I, 16) in P, sarli, per il corollario I, dopo la proposizione Ill,
XP minore del lato opposto BM; !sonde, prendendo in BM una
parte BF uguale a XP, gli angoli BFP, XPF saranno uguali, cioe
ottusi essendo I'angoto BFP (Euclide I, 16) maggiore di FMP che
e retto. Dunque satto qualsiasi base BX sussiste I'ipotesi dell'angolo
ottuso. Cool i1 teorerna e dimostrato completamente.

Pensiamo che Ie proposizioni ripor/ate fin qui siano sufficienti per
dare un'idea del modo di procedere di Saccheri e della impostazione del
SilO lal/oro. Non vogfiamo tuttal/ia tralasciare di ricordare che la parte
dell'Euclide emendato rigllardanle il quinto postulato si conclude can un
paragralo nel quale Saccheri dimostra di avere qualche dubbio circa la
completa validita delle conclusioni aIle quali egU ~ pervenuto.

In eUelti questi dubbi erano londati, perche la sua deduzione non
s; conclude aDatto con l'assurdo al quale egU tendeva; per sua giustifi­
cazione si potrebbe dire che iI suo errore e basato sulla non giusta solu­
zione del problema della determinazione della lunghezza del 1uogo dei
punt; che hanna distanze uguaU da una retta (1uogo che, come si e
detto. nella nomenclatura di oggi viene chiamato «ipercic/o 11). Eoetti­
vamente per la risoluzione di questo problema occorrerebbe adottare dei
metod; di cafcolo diUerenziale ed integrale che all'epoca non erano an­
cora perlettamente maneggiati da tutli gli studiosi.

La manijestazione dei suoi dubbi puo tuttavia essere considerata come
una prova della sua assofuta ollesta inteIlettuale. lo

10 Come abbiamo gil deno, la traduzione del passo che segue ~ nastra.
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... infatti per quanto riguarda I'ipotesi dell'angolo ottuso, la cosa
e chiara come la luce del giomo; infatti se la si assume come vera,
si dimostra senza ombra di dubbio che il postulato euclideo e vere,
nel senso che si aniva ad accertare la falsit~ di quella ipotesi, come
si vede nelle proposizioni XIII e XIV di questa trattazione.

Invece non arrivo a dimostrare la falsit~ dell'altra ipotesi, doe
di quella dell'angolo acuto se non dimostrando prima che 1a curva.
che e luogo dei punti che hanno distanze uguali da una relta e sta
in uno stesso piano con questa relta, ha lunghezza uguale (in ogni
sua parte) a quella della retta (nella parte corrispondente).

Tuttavia non mi pare che questa dimostrazione sgorghi dall'in­
timo della ipotesi ammessa, come occorrerebbe per una perfetta con·
futazione della ipotesi stessa.

LEONHARD EULER

Leonhard Euler,l it cui nome ~ anche italianizzato in «Eulero _, e
stata giudicato come il pili grande matematico del secolo XVlll.

Innumerevoli sano i contributi jondamentali ehe egl; apporUJ a molli
rami della matematiea, alia anaUsi matematica, alia teoria dei numeri,
aUa geometria eec. In portico/are ricordiamo che a lui si deve la uti·
Iizzaziane di sehemi gralid per rappresentare i rapporti logid che ancora
oggi vengona chiamati «diagrammi di Eulero» 0 anclle «diagrammi di
Eulero-Venn .t.2

E molto dilJicite dare un'idea del/'opera di Eulero senza utilizzare it
linguaggio tecnico della nwtematica; ci limitiamo pertanto a presentare
alcuni passi del suo saUio nel qUiJle egli risolve if problema che viene
detto «dei sette ponti di Konigsberg •.l In/atti. viene riconosciuto do

•
I Nato a Basilea nel 1707, nel 1727 fu chiamato da Caterina I aUa Aceademia
di Pietroburgo, dove nel 1730 divenne professore di lisica e nel 1733 divenne
proressore di matematica. Nel 1741 fu chiamato da Federico di Prussia a Berlino,
dove fu nominato direltore della clam matematica di quella accademia. Nel
1766 ritornb a Pietroburgo cd ivi rimasc lino alia sua morle, avvenuta nel 1783.
2 Cfr. pag. 146.
1 Solutio problema/is ad geometriam situs per/illentis, presentato alia Accademia
delle Scienze di Pietroburgo il 26 agosto 1736. pubblicato nei Commell/arii acade·
miae scientiarum PetropoUtanae (pp. 128-140 del volume 8, relativo al 1736 rna
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moTte parti che Eulero con questa opera da initio ad una nuova branca
della matematica: questa, che aggi viene chiamata «topologia» e viene
considerata come /ondamentale per tutta la maternatka, viene do lui
presentata come una ana/isi «qualitativa» dei rapporti geometrici.

In questa lavoro Eulero non solo do fa soluzione del «problema»
e delle sue possibili generalizzQzioni rna pone anche Ie basi di un metodo
di portata ben piu vasta, ehe, usando il modo di esprimersi di aggi,
possiamo cosi presenfare, jacendo riferimento olf'enunciala del problema
stesso: fe regioni sana sostituite con punti e i ponti con archi che con­
giungol1o i punti; j pUllti vengono chiamati vertici e un veTtice viene
delto pari 0 dispari a seconda che i1 numero di archi che escono da
esso e pari 0 dispari; questa rappresentazione viene chiamata grafo.

II problema, dei sette ponti di Konigsberg 0 di un numero qualsiasi
di ponti e regioni, si traduce in un problema di percorrenza di grafi e
i risultati di Eulero valgono per quafsiasi problema che ammetta fa
stessa rappresentazione.

t. - La branca della geometria che si occupa delle grandezze e
stata accuratamente studiata gia nel passato, rna c'e un'altta branea
aneor oggi quasi sconoseiuta: di essa parlo per primo Leibnitz,
ehiamandola «geomettia di posizione» (geometria situs).· Questa
branea della geometria tratta delle relazioni ehe dipendono solo dal­
la posizione e studia Ie proprieta di posizione; essa non prende in
considerazione Ie grandezze e non coinvolge ealcoli con quantita.
Ma finora non sono state date soddisfacenti definizioni dei problemi
appartenenti a questa geometria di posizione 0 dei metodi da usare
per risolverli. Recentemente e stato proposto un problema che, per
quanto sicuramente appartenente alia geometria, non richiede la de­
terminazione di una grandezza e non puo essere risolto con ealcoli
su quantita; conseguentemente, non ho esitato ad assegnarlo alia
geometria di posizione, soprattutto perche la risoluzione richiede solo
considerazioni di posizione e i calcoli non sana di alcuna utilita.
In questo saggio esporro iI metodo che ho scoperto per risolvere
questo tipo di problemi, metodo che puc servire come esempio della
geometria di posizionc.

pubblicalo nel 1741) e ristampato in Leonhardi Euleri Opera Omnia, Series prima
~ opera mathematica - volumen septimum, Lipsiae et Berolini, Typis et in aedibus
B. G. Teubneri. MCMXXIlI; una traduzione inglese intitolata The Seven Bridges
0/ Konigsberg e riportata in The World of Mathematics di lames R. Newman,
London, George Allen and Unwin Lid.. 1960 (pp. 573-580, volume primo).
4 Conserviamo. qui e nel seguito, la dizione originale di Eulero anche se oggi e
normalmente sostituita can «topologia •.
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2.• II problema, che so essere ben nota. ~ it seguente. Nella
cittA di Konigsberg in Prussia c'~ una isola A, chiamata « Kneiphof )t,

circondata da due rami di un fiume (Pregel) nel modo indicato
nella figura 1. Ci sono sette ponti, a, b. c. d, e, J, g, che attraversano
i due rami.

La domanda ~ se una persona pUD programmare una passeggiata
in modo da passare su ciascun ponte una e una sola volta. Mi fu
detto che mentre alcuni negavano Ia possibilita di fare una tale pas-­
seggiata e altri erano in dubbio, nOD c'era alcuno che sostenesse la
possibilita di farla.

A partite da! precedente, ho formulato per me stesso it seguente
problema generate: data una qualsiasi configurazione di rami nei
quali si dirama un fiume e un qualsiasi numero di ponti, determinare
se ~ a non epossibile passare su ciaseun ponte esattamente una volta.

3.• II problema particolare dei sette ponti di Konigsberg pUD
essere risolto con una accurata elencazione di tutti i cammini possi·
bili e i1 rilevamento di quelli, se ce ne sono. che soddisfano Ia con·
dizione.

Questa metodo di risoluzione e pero trappo tedioso e difficile a
causa del gran numero di combinazioni possibili, e in altri problemi
can un numera malta maggiore di ponti non potrebbe essere usato.
Una analisi fatta can it detto metoda porta a un gran numero di det­
tagH irrilevanti per it problema, ed ~ per questo che it metoda e
tanto pesante.

Di conseguenza I'ho scartato e ne ho cercato un altro piu rivolto
alia scope. cioe un metoda che mostrasse solo la possibilita di tro-

168



Leonhard Euler

vare una passeggiata soddisCacente alia condizione vista; un tal ap­
proceio, ero convinto. sarebbe stato piu semplice.

4. - Tulto il mio metoda si basa su un appropriato e conveniente
modo di indicare la traversata sui ponti, Del Quale usa lettere main­
scole, A, B, C, D, per indicare Ie diverse regioni che iI fiume separa
I'nna dall'altra. II passaggio daUa regione A alia regione B attra­
verso il ponte a 0 b 10 indica con Ie letlere AB, delle quaH 18 prima
indica 18 regione di provenienza e la seconda la regione d'arrivo
rispetto a1 passaggio del fiume.

Se it viaggiatore passa poi da BaD attraverso il ponte f. it pas­
saggio e indicata con Ie lettere BD; indico i due passaggi AS e BD
Catti successivamente semplicemente con Ie tre Jettere ABD, dato
che la lettera di mezzo B indica la regione di arrivo del primo pas­
saggia e quella di partenza del secondo.

5. - Analogamente, se it viaggiatare prosegue da 0 a C attra­
verso il ponte g, indico i tre successivi passaggi con Ie quatlra let~

lere ABDC.
Queste quatlro tettere significano che il viaggiatore che era ini­

zialmente in A e passato in B. poi in C e infine in D: poiche queste
quattro regioni sono separate I'una dall'altra dal fiume, il viaggiatore
deve necessariamente aver passato tre ponti.

II passaggio di quattro ponti sara rappresentato con cinque let­
tere e it passaggio di un numero qualsiasi di ponti sarA rappresentato
can un numero di leuere maggiore di uno del numero di ponli.

Ad esempia, otto letlere sono neeessarie per indieare il passaggio
di sette ponti.

6. - Con questo metodo non presto attenzione al ponte ehe viene
usata; cio signifiea ehe se iI passaggio da una regione a un'altra pub
essere (allo per mezzo di piu ponti, non importa quale viene usalo,
purche porti alia regione voluta.

Cosi, se ci fosse un eammino attraverso i sette ponti di Konigsberg
ehe passasse su ciaseun ponte una e una sola volta, dovremmo po­
terlo descrivere usando otto lettere. e nella sueeessione delle lettere
la eombinazione AB (0 8A) dovrebbe comparire due volte, poiehe
ci sono due ponti a e b ehe eollegano Ie regioni A e 8; similmente
dovrebbe eomparire due volte la combinazione AC, mcntre Ie com·
binaziani AD, 80, CD dovrebbero eomparire eiascuna una volta.

7.. La domanda e ora quella di slabilire se e possibile formare
con Ie quattro lettere A, 8, C, D una successione di otto lettere nella
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quale compaiano tutte Ie combinazioni ricordate il numero di volte
richiesto.

Tuttavia, prima di fare 10 sforzo di tentare di trovare una tale
successione, e opportuno vedere se la sua esistenza e teoricamente
possibile.

Infatti, se potesse essere dimostrato che la successione e di fatto
impossibile allora ogni sforza per trovarla sarebbe sprecato.

Per questo ho pensato a una regola per determinare facilmente
se la richiesta successione di lettere e possibile, nel nostro caso e in
casi analoghi.

8. - Per trovare una tat regala, prendo una regione A alia quale
si pub arrivare attraverso un numero arbitrario di ponti, a, b, C, d,
etc. (fig. 2). Oi questi ponti considero dapprima solo a. Se it viag­
gialore attraversa questa ponte deve partire da A 0 arrivare in A, e,
in base al modo di indicare i passaggi, la lettera A dovr~ comparire
esattamente una volta.

Se ci sono tre ponti a, b, c. che portano a A e il viaggiatore Ii
attraversa tutti, allora la lettera A dovr~ comparire due volte, indi·
pendentemente dal Catto che iJ viaggiatore parta da A 0 da un'altra
regione.

E se ci sono cinque ponti che portano ad A, la successione per
un cammino che Ii attraversi tutti una sola volta conliene tre volte
la lettera A.

Se il numero di ponti e dispari, 10 si aumenta di uno e si prende
la meta deUa somma: il risultato rappresenta il numero di presenze
della lettera A.

9. - Riprendiamo ora il problema dei ponti di Konigsberg (fig. I).
Poich~ ci sono cinque ponti, a, b, c, d, e. che portano a (e da)

l'isola A, la lettera A deve comparire tre volte nella successione che
descrive i1 cammino.

La lettera B deve comparire due volte, poiche tre ponti portano
a B; analogamente, C e D devono comparire ciascuna due volte.
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Questa signifiea che 13 successione di otto lettere che rappresenta
gli atlraversamenti dei sette ponti cleve contenere A tre volte, e B.
C. D ciascuna due velte: rna questa ~ impossibile con una succes·
sione di otto lettere.

f: quindi evidente che un attraversamento dei sette ponti di
Konigsberg nel modo ricrueslo non puC> essere effettuato.

to. - Usanda questa metoda siamo in grado. quando it numero
di ponti che pertano in una data regione ~ dispari, di stabilire se e
possibile atlraversare in una passeggiata ogni ponte esattamente una
volta.

Una tal passeggiata esiste se iI numero dei ponti aumentato di
una unita da 13 somma dei numeri che indicano Quante volte cleve
comparire ciascuna lettera. [ ...J

t t. - Quando it numero dei ponti che portano a A e pari. dob·
biamo considerare se it cammino comincia da A 0 no. [ ...J

Nei passi che non riportiamo Eulero sviIuppa e generalizza Ie consi·
derazioni precedenti.

20.• Cosi, per ogni configurazione che si pub presentare, iI
modo pili semplice per determinare se ~ possibile attraversare ciaseun
ponte una sola volta ~ queUo di applicare Ie seguenti regole:

Se ci sono pili di due regioni aile quali arriva un numero dispari
di ponti, non e possibile trovare alcun cammino che seddisfi Ie con·
dizioni poste.

Se ci sana solo due regioni aUe quali arriva un numero dispari
di ponti, il cammino pub essere fatto pur di partire da una di queste
regioni.

Se, infine, non ci sana regioni aHe quaJi arriva un numero di·
spari di ponti, iI cammino pub essere fatto, indipendentemente daUa
regione di partenza.

Queste regole risolvono completamente il problema proposto
inizialmente.

21. - Dopa aver stabilito che un cammino efIettivamente esiste,
siamo pariaH al problema di detenninarlo. Per questa scopa serve
la regola seguente:

Quando e possibile, eliminiamo mentalmente Ie coppie di ponti
che collegano Ie stesse due regioni; queslo riduce nonnalmente iI
numero di panti in modo considerevole.
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Poi, e questo dovrebbe non essere diflicile, passiamo a tracciare
it cammino richiesto tra i ponti restanti. 11 modeno di questa cam­
mino, una volta trovato,_ non sara sostanzialmente influenzato dal
reinserimento dei ponti inizialmente eliminati, come mostra un sem­
plice ragionamento; per questa non pense di dover dire nItro sulla
detenninazione dei cammini.

PIERRE-SIMON (Marquis de) LAPLACE

Pierre-Simon (Marquis de) Laplacel lu uno dei matematici piil impor­
tanti della sua epoca, e porto, in particolare, significativi contributi agli
studi sulla meccanica celeste e sui calcolo delle probabifita.

La sua concezione meccanicistica della natura e bene espressa da
un suo defto, che viene spesso citato: • Tutti i lenomeni deffa natura
sono soltanto Ie conseguenze matematiche di poche leggi immutabili •.

Qui non e possibile riportare Ie sue pagine riguarda/lti 10 meccanica
celeste e il sistema solare, che egli studio sulle orme di Isaac Newton,
esponendo i suoi risultati nel traUato classico Mecaniquc celeste: it sim­
bolismo matematico sarebbe troppo difficile e renderebbe il discorso
poco comprensibile per quanti non hanno una preparazione matematica
specifica.

Riportianlo invece alcune pagine del traltato Essai philosophique sur
les probabililes (saggio filosofico sulle probabilita), apporso nel 1819,
che mostrano il livello dei suoi studi sui londamenti del calcolo delle
probabifita, in armonia call la sua concezione delle leggi naturaU, e Ie
capacita di espositore hriIlante, oftre che di matematico di altissimo
rango.

Ricordiamo che, come si e vista, it problema del calcofo delle pro­
babilitli ha avuto origine neffa ricerca di B. Pascal e che la trattazione
rigorosa del problema ha costituito un passo molto importante per la
matematica; essa in/atti ha permesso di estendere if campo della appU­
cazione di questa scienza da queUo classico, che riguardava la mecca-

I Nalo in Normandia ntl 1749, nel 1767 divenne proressore all'£cole Militaire
di Parigi. Ne! 1799 Napoleone 10 designO rninistro degli intemi, rna 10 congedO
dopo xi sellimane. Ponato al senato, fu poi fauo conte dcll'impero e, dopo la
milaurazione dci Borboni, rnarchese. Morl ntl 1827 • Parigi.
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niea e la fisica, a quello de; fenomeni oleatori; questi possono apparire
in/alii non pienamenle conoscibili ad un primo esome, rna ubbidiscono
a eerie leggi che permettono all'uomo di conoscere razionalmente tulia
cilJ che e conoscibile $U di essi.

Dj qui ha avuto origine l'applicazione della matematjca oj laUi umani,
aUral/ersa 10 statistica. e e nata di conseguenza ['anaUs; maternaliea de;
lenomeni economici e sociali. 5i potrebbe dire quindi che 10 materna­
tico ha esteso cosi it suo dominia, acquistando fa (isionomia che Ie si
attribuisce 088i,

Laplace ha un posta partico/are in questa sviluppo; a lui in/atti si
delle fa enunciazione de; prineipi sui qua/i si basa if cafcol0 delle pro­
babilita, aUral/ersa fa codificazione dei principi e deg/i sviluppi logic;
che si possono frarre dai principi sfessi.

... Presento qui, senza far ricorso alla analisi,l i principi ed i
risultati generali di questa tecria,) applicandoli ai problemi piu im­
portanti della vita, che in concreto, nella loro maggioranza, non sono
che dei problemi di probabilitii.

Si potrebbe addirittura dire, a rigore. che quasi tutte Ie nostre
conoscenze sono soltanto probabili; e anche nelle pochissime cose
che noi possiamo conoscere con cerlezza, cioe nelle scienze matema­
tiche, i principali mezzi per raggiungere la veri lA, cioe J'induzione
e l'anaJogia, si fondano sulla probabilita; quindi J'intero sistema del·
Ie conoscenze umane si fonda sulln teoria che esponiamo in questo
saggio.

Perlanto sara interessante coristnlare, considerando gli stessi
principi etemi della ragione, della giustizia e della umanita, Ie pro­
babilita favorevoli che vi si riattaccano; c'e un grande vantaggio a
seguire questi principi e vi sono dei grandi inconvenienti a distac­
carsene; percM Ie probabilita favorevoli a questi principi, cosi come
queUe delle lotterie, finiscono sempre per prevalere in mezzo aile
oscillazioni del caso.

Desidero che Ie riflessioni che sono sparse in questo saggio pas.
sano conquistare I'attenzione dei 610506 e dirigerla verso un oggeuo
che e degno di interessarli.4

l Ci&: alia analisi matematiea del lempo.
) Ci&: la tcoria della probabilita.
4 A quest'cpoca evidentemenle iI vocabolario della scienza ha registrato una
cerIa evoluzione: per Laplace i c filosofi. non sono Ie ste~e penone ehe Galilco
indieava con queslo nome. Per Galilee infatti la c filosofia. era semplicementc
la scienza della nalura. Laplace invece dislingue tra scienziali e filOiOfi, assegnando
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Sulla probabilita

Tutti gli avvenimenti, anche quelli che sembrano insigni6canti
e quindi paiono non coinvolgere Ie grandi leggi della natura, ne sonG
delle conseguenze necessarie. cosi come Ie rivoJuzioni del Sole.s

Nella ignoranza dei legami che colJegano gli avvenimenti al si­
stema completo di tutto J'universo, si pensa che gli avvenimenti di·
pendano dalle cause finali, oppure dal caso, a seconda che essi (avve­
nimenti) si succedano con rego]arita oppure senza un ordine appa­
rente; rna queste cause immaginarie' sono state di volta in volta
allontanate e spinte ai margini, insieme con Ie frootiere delle nostre
conoscenze, e spariscono interamente di fronte aUa sana fi10s06a, la
Quale non vede in esse 7 che la espressione della ignoranza delle vere
cause nella quale noi ci troviamo.·

Gli eventi presenti sono legati a quelli che Ii precedono da un
legame che e fondato su un principia evidente, secondo it quale una
cosa non pUD incominciare ad esistere senza che esista una causa
che la produce.

Questo assioma, che e conosciuto come principio della ragion
sulJiciente, si estende anche aile azioni che vengono giudicate indif­
rerenti. rnraui anche la volonta piu libera non PUD provocarle'
senza un motivo determinante.

PercM se tutte Ie circoslanze di due situazioni rossero esatta­
mente uguali tra loro e la volonta agisse in favore di una situazione
e si astenesse di agire nell'altra, la sua scelta sarebbe un effetto senza
causa; e Quindi sarebbe, secondo queUo che Leibnitz dice. it caso
cieco degli epicurei.

alia fil050fia evidentemcnte un campo diverso da quello della $Cienn; si direbbe
che egli assegni alia fil050fia. tra I'altro. anche la compctenza sulla melodologia
della scienn, ci~ l'anaJisi dei procedimenli di questa e dei fondamcnti sui quali
C5sa C05truiscc Ie proprie certczzc.
5 Abbiamo dunque qui una concezione determinislica della natura, concezione
secondo la quale ogni avvenimento per quanto insignificante, ubbidisce a legai
ben precise.
, Ci~ Je cause finaJi. che fanno inlervenire una visione globale e finalistiea
dcll'universo, oppurc i1 caso.
7 Ci~ nelte cause che abbiamo elcncalo poco fa.
I In altre parole la nostra ignoranza delle cause «vere. dei rcnomeni, anche
Irascurabili, ci induce ad altribuire qucsli fenomcni al caso oppure a cerle
«cause finali. che lradurrebbero Ie «inlenzioni. di cerle polenu diretlive del
mondo.
, Ci~ provocare Ie azioni anthe queUe giudicate indilTcrenti.
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L'opinione contraria ~ una ilIusione dello spirito, che perde di
vista Ie ragioni fuggitive che spingono la volonta nelle cose indiffe.­
renti, e si persuade quindi che la volonta si edeterminata da se stessa
e senza motivi.

Guindi noi dobbiamo considerare 10 state auuale deU'universo
come un efTeuo del suo stato anteriore e come una causa del suo
stato futuro.

Una intelJigenza che in un determinato istante conoscesse tutte
Ie forze che animano la natura, e la posizione relativa degli esseri
che la compangono, se (questa intelligenza) fosse talmente patente
da pater analizzare tutti questi dati, allora abbraccerebbe con una
stessa formula i movimenti dei piu grandi corpi dell'universe e
quelJi deU'atomo piu leggero; nuUa sarebbe incerto per questa intel­
ligenza ed it futuro sarebbe a lei presente COS! come iI passato.IO

La spirito umana ci ofTre una palJida idea di una intelligenz3 di
questo tipo can la perfezione che ha saputo dare aHe leggi della
astronomia. Le sue scoperte nel campo della meccanica e della
geometria, insieme a quelle della gravitazione universale, gli hanno
permesso di comprendere sotto Ie stesse espressioni matematiche gli
stati passati e futuri del sistema deU'universo.

Applicando 10 stesso metodo ad altri oggetti di conoscenza, e
riuscito a ricondurre i fenomeni osservati a leggi generali ed a pre­
vedere quelli che saranno occasionati dalle circostanze. Tutti gli
sforzi neUa ricerca della verita tendono ad 8vvicinare incessante­
mente 10 spirito umano alia comprensione di cia che concepiamo,
rna da cui resters. sempre infinitamente distante.

Questa tendenza e propria della specie umana, ed ~ cib che In
rende superiore agli animali; ed i progressi in questa campo distin­
guono Ie nazioni ed i secoli e costituiscono la loro vera gloria.

Ricordiamo che in un'epoca diversa daUa nostra, rna neppure
troppo lontana da essa, una pioggia od una siccita straordinarie, una
cometa con una coda particolarmente lunga, Ie ec1issi, Ie aurore be>­
reali, generalmente tutti i fenomeni straordinari, erano considerati
come segni della collera celeste.

10 I:: questa la celebre enunclazione della possibiIitA di conoscere tutlO, ehe
sarebbe a disposizione di una intelligcnza abbastanza vasta e polente da conoscere
tutti i dati e tutte Ie leggi; lale intelligenza conoscerebbe anche iJ futuro, che ~

detenninalO dalle leggi ferree che non lasciano alcuno spuio aUa IibertA ed alia
spontaneitA di alcun essere vivente 0 comunque esistente.
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Si invocava il cielo per essere protetti daUa loro Cunesta influen­
za; non 10 si invocava di sospendere il corso dei pianeti e del sole,
percM I'osservazione avrebbe ben presto dirnostrato la inutilita di
preghiere cosiffatte.

Ma poicM invece questi Cenomeni celesti avvenivano e sparivano
a Junghi intervalli di tempo, essi parevano contrari alJ'ordine della
natura; ed allora si supponeva che il cielo Ii Cacesse avvenire e Ii
potesse modificare a suo capriccio, per punire i delitti deUa terra.

Cosf per esempio la lunga coda della cometa del 1456 sparse it
terrere in Europa, gia coslemata per i rapidi successi dei turchi che
avevano abbattuto it Basso Jmpero. Questo astro, dopo quattro sue
riapparizioni, eccito tra noi una curiosita del tutto diversa.

La conoscenza deUe leggi del sistema deU'universo, conoscenza
acquisita nel frattempo, aveva dissipato i timori generati daU'igno­
raoza dei veri rapporti deU'uomo con I'universo; ed Halley,lI dopo
di aver riconosciuto che si trattava della stessa cometa comparsa
nel 1531, nel 1607 e nel 1682 annunzio il suo ritorno per la fine
del 1758 0 per l'inizio del 1759.

II mondo della scienza attese con impazienza questo ritomo, che
doveva confermare una delle pili grandi scoperte cbe fosse stata fatta
nella scienza, e verificare la predizione di Seneca, che. parlando di
questi astri che ci vengono da dislanze enormi, disse:

«Verra giorno in cui dopa uno studio di vari secoH, Ie cose
attualmente segrete ci appariranno evidenti; ed i nostri pesteri si
meraviglieranno per it Catto che verita cos( chiare ci siano sfuggite ».

Clairaut allora incomincio a calcolare Ie perturbazioni che la
cometa aveva subito per effetto deU'attrazione dei due maggiori pia­
neti: Giove e Satumo; dope lunghissimi calcoli egli fissO la data del
suo prossimo passaggio al perielio verso I'inizio di aprile del 1759
e l'osservazione non tardo a verificare questa predizione.

Ora la regolarita che I'aslronomia ci mostra nei movimenti delle
comete ha 1uogo certamente in ogni altro Cenomeno.11

InCatti la curva descritta da una moleeola di aria 0 di un vapore
~ regolata in modo altrettanta certa delle arbite dei pianeti; 1a sola
differenza tra i due fenomeni e quella che vi e Messa daUa nostra
ignoranza.

II Edmund Halley (1656-1742), astronomo inglese.
11 £ qui ribadita la lesi delenninistica, the .pp.re un d.lo cost.Dle della coot»
zione the Laplace avev. della natura.
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La probabilita ha relazione da una parte con questa ignoranza
e dall'altra patte con Ie nostre conoscenze.

Noi sappiamo infatti che, su tre 0 piu eventi possibili uno solo
cleve verificarsi; rna nulla ci induce a credere che si verifichera l'uno
oppure I'oltro di essi.

In questQ stato di ignoranza e di indecisione, ci e impossibile
pronunciarci con cerlezza sui verificarsi futuro di un avvenimento
piuttosto che di un altTo.

E tuttavia probabile che uno di questi eventi scella a valonta
non si verifichi; perche noi sappiamo che moltissimi casi. tutti ugual­
mente possibili, escludono i1 suo verificarsi. mentre un solo caso e
favorevole.

La teorla del caso consiste nel ridurre tutti gli eventi della stesso
genere ad un certo numero di eventi tuUi ugualmente possibili. tali
ci~ che noi siamo ugualmente indecisi sulla loro esistenza, e nel
determinare iI numero dei casi ravorevoJi all'evento di cui si cerca
la probabilita.

11 rapporto del numero dei casi favorevoli a quello di tutti gli
eventi possibili, e la misura di questa probabilita; essa pertanto non
e che una rrazione il cui numeratore e il numero degli eventi faye;
revoH, e il denominatore e iI numero di tuni gli eventi possibili.u

La nozione che abbiamo dato di probabilita suppone che se si
fanno crescere nella stesso rapporto i numeri degli eventi p05sibili
e quello degli eventi favorevoli la ptobabilita rimanga 1a 5te55a.

Per convincersi di questa 5i pensi a due urne A e B, 1a prima
delle quali contenga quattro palline bianche e due nere, la seconda
due bianche ed una nera. Si pub immaginare che Ie due palline nere
della prima siano attaccate da un fila, che si rompe quando si estrae
una pallina; e la stessa cosa si pub pensare a coppie delle quattro
bianche. Ora tutti gli eventi che conducono alia estrazione di una
pallina nera sono costituiti dall'unico even to, rappresentato dal si­
stema nero.

Pensiamo ora che i fiji non si rompano quando si est rae una
pallina; e chiaro che iI numero degli eventi possibili non cambiera
cosi corne non cambiera iI nurnero dei casi favorevoli; soltanto, in
questo caso, si estrarranno dall'urna due palline alia volta; rna la
probabiJita di estrarre una pallina nera sara sempre 1a stessa.

13 Questa celebre de6nizione che Laplace dl della probabilitli di un evento ~

Siala oggello di discussioni, di analisi e di criliche.
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Ma allOta si ricade nel caso dell'urna B, can la sola differenza
che Ie tre palline di quest'ultima siano sastituite da tre sistemi di
coppie di palline, unite tra loro in modo inscindibile.

Quando tutti i casi possibili sona anche favorevoJi ad un eerto
eventa, Ia probabilita di questa si cambia in eertezza, e la sua espres­
sione diventa uguale ad 1.

Da questa punta di vista la certezza e la probabilit8 sono due
stati paragonabili tra loro, con la sola differenza tra i due slati
d'animo, che si ha quando una verita e rigorosamente dimostrata,
oppure quando si intravede ancora una piccola possibilita di errore.

Nelle case che sono soltanto verosimili la difIerenza delle infor­
mazioni che ciascun uomo ha su di esse e una delle principali ra­
gioni della diversil8 delle opinioni che regnano a proposita dello
slesso oggetto. Supponiama per es. di avere Ire urne A, B, C tali che
una contenga soltanto palline nere, mentre Ie altre due contengono
soltanto paJline bianche: si deve estrarre una pallina dalJ'uma C e
ci si domanda quale sia la probabilita che questa pallina sia nera.

Se non si sa quale sia I'urna delle tre che contiene soltanto delle
palline nere, in modo che non ci sia ragione di credere che essa sia
l'urna A piultosto che la B oppure 1a C, queste tre ipotesi ci appa­
riranno ugualmente possibi1i; e poiche una paIlina nera non puc
essere estratta che nella prima ipotesi, la probabilita di estrarla sara

I
uguale ad 3.

Ma se si sa che I'uma A contiene soltanto delle palline bianche,
allora l'indecisione riguarda soltanto Ie urne Bee e 1a probabilita

1
che la pallina estratta dalJ'uma C sia nera diventa 2"""' Inllne que-

sta probabilita diventa la certezza se si sa che Ie urne A e Bean­
tengono soltanto delle palline bianche.

In modo analogo uno stesso discorso, fatto davanti ad una as­
semblea numerosa, oUiene diversi gradi di assenso, a seconda della
eSlensione delle conoscenze degli uditari.

Se I'uomo che parla e intimamente persuaso delle proprie opi·
nioDi, e se, per it suo stato e per il suo carattere ispira una grande
fiducia, it suo racconto, anche se straordinario, avra per gli uditori
sprovvisti di conoscenza, 10 stesso grado di verosimiglianza di un
fatto ordinario raccontata dallo stesso uomo, ed essi gli Caranna
credita.
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Ma se uno di essi sa che 10 stesso (atto ~ messo in dubbio e reo
spinto da altri uomini ugualmente rispettabili, questi sar~ nel dub­
bio; ed iI Catto sara giudicato falso da quegli uditori illuminati che
10 troveranno contrario sis a degli altri (stti ben accertati, sia aile
leggi immutabili della natura.

La diffusione degli errori che. nei tempi della ignoranza. hanno
invaso tuUs la Caccia del mondo e dovuta alIa influenza delle api·
nioni di coloro che sono giudicati daUs moltitudine come pi6 istruiti,
di colora ai quali la moltitudine ha l'abitudine di far credito a pro­
posito delle cose pili importanti della propria vita.

La magis e J'astrologia ci alfrono degli esempi importanti di
questa fenomeno.

Questi errori, inculcati fin dalla infanzia, adottati senza esame
e che hanna come base soltanto la convinzione generale, si sono
mantenuti durante molto tempo; fino ache, da ultimo, il progresso
delle scienze Ii ha distrutti nello spirito degli uomini illuminati, la
cui opinione Ii ha faui sparire anche dallo spirito dello stesso popolo.
proprio in forza del potere della imitazione e della abitudine, che
era stalo quello che aveva aiutato la diffusione degli errori.

Questo potere della imitazione e della abitudine, la molla pili
potente del mondo morale, stabilisce e conserva in tUtla una nazione
delle idee interameole contrarie a queUe che mantiene in altri posti.
con la stessa fennezza.

Dobbiamo dunque avert molta indulgenza per Ie opinioni diverse
dalle nestre; perche questa differenza di opinioni dipeode spes50 501­
tanto dalla diversita dei punti di vista in cui ci troviamo.

lIIuminiarno coloro i quali non sono abbastaoza istroiti; rna
prima esaminiamo severamente Ie nostre opinioni, e pesiamo con
imparzialita Ie loro rispenive probabilita.

La differenza di opinioni dipende anche dal modo in cui si de·
terrnina I'influenza dei dati che sono conosciuti. La tooria della pro­
babilita affronta questioni talmente delicate, che non c'~ da stupirsi
del fauo che. partendo dagli stessi dati. due diverse persone arrivino
a diverse conclusioni. sopratlutto nelle questioni molto complicate.
Esporremo qui i principi di questa tcoria.14

If Questa ~ la prima enuneinzione complela dei prineipi su cui si basa il calcolo
c1assico delle probabililll.
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PRINCIPI GENERAU DEL CALCOLO DELLE PROBABILITA

I" principia - 11 primo di questi principi e la definizione stessa
deUa probabilita, definizione che, come abbiamo vista, porta a defi­
nire la probabilita come rapporto tra i1 numero dei casi favorevoli
e queUo dei casi possibili.

2" principia - Ma questa definizione e basata suUa ipotesi che
i diversi casi siano tutti ugualmente possibili. Se essi non sono
ugualmente possibili, bisogna prima detenninare Ie relazioni che
intercedono tra Ie rispenive possibilita, e iI giusto apprezzamento
di queste relazioni e uno dei punti phi delicati della teoria del caso.
Allora la probabilita sara la somma delle probabilita di ogni case
favorevole.

Chiariremo questa principio can un esempio.
. Supponiamo di lanciare in alto una moneta, larga rna molto sot­

tile, Ie cui due facce opposte, che chiameremo « testa» e « croce »,
siano perfettamente simili tra lora.

Cerchiamo la probabilita di fare « croce» almeno una volta in
due lanci. ~ chiaro che possono presentarsi quanro casi, tutti ugual·
mente possibili: e cioe: .: croce» al primo ed at secondo lando;
« croce» al primo e « testa :It al secondo; .: testa» al primo lancio
e .: croce» al secondo; ed infine .: testa» in tutti e due i lanci. I tre
primi casi sono favorevoli all'evento del quale stiamo cercando la

probabilita e questa e dunque uguale a ~-; quindi si pub scorn·

roettere 3 contro 1 ehe si trovera almena una volta «croce:lt in
due lanei.

Questo gioco potrebbe anche essere analizzato in altro modo:
precisamente si possono considerare soltaoto tre casi: .: croce:lt al
primo lancio, it che d risparmia di fame un secondo; «testa:lt
at primo lancio e « croce :It al secondo; infine .: testa» al primo ed
al secondo lando.

Guindi la probabilita avrebbe it valore+'se (come fa 0'Alem­

bert) 15 si considerano questi tre casi come ugualmente possibili.
Ma si vede subito che la probabilita di avere «croce» al primo

lando e+, mentre la probabilita di ciascuno degli altri due

15 Jean Le Rond D'Alemberl (1717-1783), matematico e filosofo francese.
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casi e+; e cia perchC il primo caso pub essere considerato come

un evento, che e composto da due altn: queUo che dB. «croce:lt
al primo ed a1 secondo lancio e queUo che da « croce» a1 primo
e « testa» a1 secondo.

Quindi si ottiene 18 probabilita uguale a ~ se si somma 1a

probabilita. di ;, che e quells dell'evento di «croce:lt al primo

lancio, alta possibilita di t: testa» 81 primo e di «croce:lt a1 se­

condo. che e +: e cio si accords con la ipotesi che si fsedano

due lanei. Questa ipotesi non cambia in nuUa Is serte di chi scorn­
roette per questa evento; serve soltanto a ridurre i diversi casi pos-­
sibili ad al1ri che sono tutti ugualmente possibili.

3° principia - Uno dei punti piu importanti della teoria della
probabilita., ed un punto che provoca la maggior parte delle iIIu­
siani, e queUo che si riferisce al modo in cui cambiano Ie probabi­
lita, aumentando e diminuendo. a seconda delle loro mutue com­
binazioni.

Se gli avvenimenti sono tra lora indipendenli, aHara la proba·
bilita del sussistere del loro insieme e it prodolto delle loro singole
poobabilila.

Cosi per es. poich~ la probabiliti'li di avere i1 punta « uno. can

un solo dado e _1_, la probabilita di avere due punti « uno. lan-
g 1

ciando contemporaneamente due dadi e 36' Infatti ciascuna fac-

cia deU'uno dei dadi pub essere accoppiata con ciascuna faccia del­
I'ahoo; ci sono quindi 36 casi ugualmente possibili, uno solo dei
quali da i due punti « uno •.

In generale la probabilita che un avvenimento elementare si
verifichi un certo numere di volte di seguito, sempre nelle stesse
circostanze, e uguale alia probabilita dell'evento elementare. elevata
ad una potenza che ha come esponente iI numero di volte (in cui
I'evento si cleve veri6care).16

16 QueSio C8S0 era gill slalO preso in considerazione; esso costituisce queUo che
oggi si chiama 10 «schema di Bernoulli degli evenli ripeluti» [dal nome di
Jacob Bernoulli (1654-1705). matemllico svi.uero, fratelJo di Johann], tutti aventi
1a Slessa probabiJitll.
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E poiche Ie potenze successive di un numero minore di 1 diven­
tano sempre pili piccole, si conclude che un evento iI quale dipende
da un numero molto grande di probabilita pub diventare molto
poco verosimile. Supponiamo per es. che un certo fatto ci sia state
trasmesso da 20 testirnoni. di modo che il primo testimonio l'ha
trasmesso al secondo, it secondo al terzo e cosi via.

Supponiamo che la probabilita di ciascuna testimonianza sia
uguale a 0,9. Quella del fatto, che risulta dalle testimonianze, sara

1
minore di 8-'

Si pub paragonare questa diminuzione di probabilita al feno­
menD della diminuzione della chiarezza degli oggetti, che avviene
quando si interpongono pili strati di vetro tra I'occhio ed un oggetto;
molti pezzi di vetro possono offuscare la vista dell'oggeUo, che in­
vece non viene impedita da un solo strato.

Si direbbe che gli storici non hanno rauo abbastanza attenzione
a questa degradazione della probabilita dei ratti, trasmessi aUra­
verso un grande numero di generazioni successive. Molti avveni­
menti storici, che sono considerati come certi, perderebbero molta
della loro certezza se fossero coosiderati da questo punto di vista.

eUe scienze puramente matematiche Ie cooseguenze, aoche Ie
piti remote, partecipano della stessa certezza del principio da cui
sono tratte.

Nelle applicazioni deU'analisi matematica alia fisica Ie conse­
guenze hanno tutta la certezza dei faui 0 degli esperirnenti.

Ma nelle scienze morali, in cui ogni conseguenza ~ traUa da
quella che la precede soltanto con una cert'a verosimiglianza, si ha
che, benche ciascuna delle deduzioni sia probabile ed anche molto
probabile, Ia probabilita dell'errore cresce con il numero delle dedu­
zioni e finisce per superare la probabilita della verita. nelle conse­
guenze che sono molto lontane dai principi.

4" principia - Quando due eventi dipendono I'uno dall'altro,
1a probabilita deU'evento composto e data dal prodotto deUa pro­
babilita del primo per la probabilit8 che, essendosi verificato iI pri·
mo evento, si verifichi aoche it secondo.11

[ ... ]

11 £ questo I'enunciato del principio che viene oggi delto «principio delle proba.
bilil! degli eventi subordinati •.
laplace aggiunge delle considerazioni analoghe a queUe the egli ha gil esposto
in prccedenza, per giWiti6care questo principio sulla base dello schema concreto
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5" princlplO - Se si calcola «a priori,. la probabilita di un
evento che si e verificalo, e la prababilita d'UD evento composto da
questa e da un altra che si attende, la seconda probabilita divisa
per la prima, sara 1a probabilita dell'evento atteso, tratta dall'evento
osservato.

Qui si presenta il problema, discusso dai filosofi, della influenza
del passato sulle probabilit8. dell'avvenire. Supponiamo che al gioco
di « testa 0 croce,. la faccia che porta «croce,. sia comparsa piu
frequentemente che « testa It; allora "oi siamo portati a credere che
nella struttura della moneta ci sia qualche causa costante che favo­
risee «croce It. Cosi nella condotta deUa vita i1 successo e una
prava di abilita; il che dovrebbe condurci a far canto sulle per·
sone di successo.

Ma se per la instabilita delle circostanze noi siamo ricondotti
sempre ad uno stato di indecisione assoluta, se per es. si cambia di
moneta ad ogni lancio al gioco di « testa 0 croce », il passato non
puC> gettare alcuna luce sull'avvenire, e sarebbe quindi assurdo te·
nerne con to.

6" principio - Ciascuna delle cause dalle quali dipende un certo
evento e indicata can tanto maggiore verosimiglianza quanto mag­
giore e la prababilita che I'evento abbia luogo quando tale causa si
suppone esistere.

La probabilitii del sussistere di una qualunque di queste cause
edunque una frazione i1 cui numeratore e la probabilita dell'avveni­
mento ed iI cui denominatore e la somma delle probabilita analoghe
relative a tutte Ie cause: se tali cause considerate « a priori ~ sono
inegualmente prababili occorre introdurre, al posta della probabi­
lita deU'evento risultante da ciascuna causa, il prodotto di questa
prababilitA per queUe della causa stessa. t questa it principio fon­
damentale di questa branca dell'analisi del caso, che consente di
risalire dagli eventi aile lora cause. I

' [ ... ]

della eslruione di palline da certc ume. E queSIO un modo di ragionare che ~

SlalO adoualo can molta frequenza dagli studiO$i di calcolo delle probabiIit8, e che
aiuta a schematizzare i problemi concreti in certi schemi elementari di event;
aleatori.
LI E questo il principio che conduce alia formula che c1assicamcnte viene anri·
buita a1 matematico inglese Thomas Bayes (1702-1761), per la ricerca della causa
(fra tante pouibili) che ha prodolto un cerro fenomeno. Laplace aggiunge altri
commenti per spiegare la sua enunciazione; ne riportiamo solo aleun;'
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Noi vediamo su un tavolo alcuni caratteri di stampa disposti in
modo da formare la parola « COSTANTlNOPOLI ». e giudichiamo che
questa disposizione non e opera del caso, non percM tale disposi·
zione sia meno possibile delle altre in quanta, se tale parola non
fosse impiegata in alcuna lingua, noi non Ie attribuiremmo alcuna
causa particolare; rna sta di (atto che questa parola e utilizzata tra
noi, e quindi e piu probabile che una persona abbia dispasto i ca­
ratteri in quel modo piuttosto che la disposizione sia dovuta al
caso. [ ... ]

£. giunto il momenta di definire il significato della parola « stra·
ordinario »; se col pensiero noi ordiniamo tutti gli avvenimenti pas­
sibili in diverse c1assi, consideriamo come straordinari gli eventi
appartenenti aUe c1assi che comprendono pochi eventi. Cosi al gioco
di «testa 0 croce» I'uscita di «testa» cento volte di seguito ci
appate come un evento sttaotdinatio. PeteM il numeta quasi infi·
nito di combinazioni che possono verificatsi in cento lanci PUQ
essere diviso in serie regolati (cioe queUe nelle quali vediamo te­
gnate un ordine che si rileva facilmente) oppure in serie irregolati;
e queste ultime sono incomparabilmeme piu numerose. [ ... ]

7" principia - La probabilita di un eventa futuro e la somma dei
prodotti delle probabilitl di ciascuna causa da cui I'evento dipende,
per Ie probabilit8 che !'cvemo abbia luogo quando la causa sus­
siste. [ ... ]

Della speranza matematica I~

La probabilita di un evento serve per determinate la speranza
o it timote delle persone interessate al suo verificatsi. fl termine
« speranza» ha diversi signifiea ti: esso esprime generalmente i1 van­
taggio di colui che attende un bene qualunque, in certe circostanze
che sonD soltanto probabili. Nella teoria del casc, questo vantaggio
e misurato dal prodolto della somma (presumibilmente di denaro)
che si spera di ottenere per 1a probabilil8. di ottenerla.

£. questa la somma parziale che si deve ricevere quando non si
vuole correre l'alea dell'auesa dell'evento, supponendo che la ripar-

19 II problema della .. speranUi matematica,. ~ iI problema rondamenlale del
collegamento Ira 1a qucslione puramente tcorica della probabilidl di un evento
e 1a seeha economica di chi deve prendere decisioni in condizioni che coinvolgono
valutazioni di probabilitl.
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tiziane si Caccia proporzionalmente aJla probabilita.lIl Questa ripar­
tiziane e Ia sola che sis equa, quando si faccia astrazione da ogni
circostanza estema; perche un grado uguale di probabilit8 da un
uguaIe diritto suUa somma sperata. Chiameremo questa vantaggio
speranza matematica.

SO principia - Quando un vantaggio dipenda da molti eventi, 10
si ottiene prendendo In somma dei prodotti delle probabilit8 di
ciaseun evento per it bene che e attnceata al suo verificarsi.

Laplace appliea i suo; principi all'analisi delfe leggi della natura,
che ci appaiono casuali (secondo fa sua conc~zione) semplicemente a
causa della nastra ignoranzQ. A questa proposito' egli analizza anche 10
stato d'onimo di coloro j quali credono di poter arricchirsi con Ie 101­
te,ie. cercando di puntare sui numeri ~ in ritardo,. 0 con allre tattiche
cervellotiche, che conducono invece il giocatore ad una rovina sempre
maggiore.

Gli avvenimenti regolari della natura non sono strettamente ana­
loghi alia uscita di certi numeri da una lotteria, nella quale tutti i
numeri sono rimescolati dopa ogni estrazione, in modo da rendere
sempre esattamente uguali tra loro Ie probabilita. La frequenza di
uno di questi eventi della natura sembra indicare la esistenza di una
causa passeggera che favorisce I'evento, it che aumenta la probabi­
litA di un suo prossimo verificarsi; e la sua ripetizione, cosi come la
ripetizione di molti giorni piovosi, pub sviluppare la convinzione
deUa esistenZ3 delle cause sconosciute del suo cambiamento; in
modo che, in corrispondenza di ogni evento atteso, noi non siamo
nella stessa situazione di spirito che abbiamo di fronte aUe estra­
zioni di una lotteria, in cui siamo sempre neUa stessa situazione di
indecisione.

Ma pili si moltiplicano gli avvenimenri piu aumenta la semi­
glianza tra questi risultati deUa natura e Ie estrazioni di una lotteria.

A causa di una ilIusione contraria a quella precedente si cercano
nelle estrazioni passate deUa lotteria francese i Dumeri usciti piu
frequentemente per formare delle combinazioni sulle quali si crede
di pater scommettere con vantaggio.

10 2 queslo un argomento sui quale aveva gil indagato 8. Pascal, giungendo It

risullati definitivi per quanto riguarda il problcmlt delllt equa ripartizione delle
poste.
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Ma, data il modo in cui si rimescolano i numed prima di ogni
estrazione, i1 passato non deve avere aleuna influenza sull'avvenire.

II fatto che certi numeri siano sorteggiati pili frequentemente di
certi altri, dipende solo dalle aRomatie del caso; ho fatto dei calcoli
in vari casi e ho trovato che queste anomalie erano comprese sempre
nei limiti consentiti daUa ipotesi non inverosimile di una uguale pro­
babilita di sorteggio di ogni numero.

Laplace si addentra anche nella discussione che oggi si chiamerebbe
pili propriamente {iloso{ica della validita del procedimento che si po­
trebbe de{inire di induzione, ci~ del procedimento che ci induce a pen­
sore che 10 natura abbia certe leggi, avendone veri/icato 10 validita in
un certo numero di casi; questo procedimento e stato oggetto di analisi
da parte di {iloso/i e scienziati e if calcolo delle probabifitd ha natural·
mente una sua parola da dire, soprattutto dol punto di vista della meto­
d%gia della scienza.

Dei diversi modi di avvicinarsi aUa eer/ezza

L'induzione, ('analogia, Ie ipotesi continuamente fondate sui
fatti e rettificate da nuove osservazioni, un « fiuto » felice dato dalla
natura e rafl'orzato da numerose analisi comparative e dalle indica·
zioni della esperienza; questi sono i mezzi principali per arrivare
alia venta.

E qui Laplace si addentra nell'analisi della induzione nel campo delle
scienze {isiche, rilevandone anche i limiti.

Tuttavia I'induz.ione sa scoprire i principi generali delle scienze,
rna non basta per stabilirti in modo rigoroso. OecOrte sempre con­
fennarli con dimostTazioni, oppure con esperienze decisive; percM
la stoTia della scienza ci mostTa che I'induzione ha condollo talvolta
a risultati inesatti.

Citero come esempio un teoTerna sui numeri prirni dovuto a
Fennat: questa grande matematico, che aveva profondamente me­
ditato sulla loro teoria, cercava una formula che esprimesse dei nu·
meri primi, dando direttamente un Rumero primo pili grande di
quale si voglia numero assegnabile.

L'induzione 10 condusse a pensare che it 2, elevato ad un espo­
nente che fesse a sua volta una potenza di 2, addizionato alia unita,
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desse sempre un numero primo. COS! si ha

2' + t = 5
211 + I = t 7 .

Egli trove) che la casa era aneora vera per la ottava potenza e
per Ia sedicesima potenza del 2, aumentate della unita.

Questa induzione. confortata da numerose considerazioni di
aritmetica, gli fcee pensare che il risuhato (osse generale. Tuttavia
egli confessa di non essere mai riuscito a dimostrare tale risultato.
Infatti Euler slesso riconobbe che 18 proprietA non era vera per la
32- potenza del 2, che, aumentata di I, da 4.294.967.297, numero
che e divisibile per 641.

JEAN BAPTISTE JOSEPH (Baron) FOURIER

Jl nome di Jean Bap/isle Joseph (Baron) Fourier' e en/rato nella
staTia della scienzQ per Ie sue scoperte di nwtematica pura, ma soprat­
Jutto per 10 studio defla diOus;one del colore che egli diede nella sua
Th60rie an3litique de 1a chaleur.

Abbiamo gib accent/ato nell'it/troduzione a questo capitolo afl'aspetto
di novita che 10 studio del colore ha rispelto ai problemi della mecca­
nica razionale. dovuto essenzialmente alta irreversibifitit del jenomeno
della trasmissione del calore. Si usa dire injatti che Ie leggi della mec­
canico razionale sono «reversibili If; quat/do per esempio si studio it
movimento dei pianeti del sistema solare, si potrebbe cambiar if segno
della variabile tempo senza cambiare la forma matematica delfe leggi
stesse: si otterrebbe semplicemente la descrizione del passato del sistema
solare.

[nvece quando si prendono in consideraziot/e i jet/omeni ne; quali

l Nato a Auxerre (Francia) nel 1168, studio alia $Cuola militare della cilta natale,
dove divenne professore di malematiea. Insegno maternatiea alla Ecole Normale
dal 1795 (anno della sua istituzione), poi analisi alia Ecole Polytechnique. Nel
1798 segui Napoleone nella spedizionc d'Egillo, rieoprendo incarichi arnrninistrativi,
polilici e scientifici. Fu anche prefello del diparlimento dell'ls~re dal 1802 al
1815. Nel 1816 si stabilf a Parigi e nel 1817 divenne membro deJl'Accademia
delle Scienze. Morl a Parisi ncl 1830.
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interlJiene iI calore si ha una sostanziale dissimmetria del tempo, per­
cM tali fenomeni sono • irreversibili _.

Pertanto il momento in cui la matematica inizia ad occuparsi del
calore potrebbe essere qualificato come I'inizio di una nuova epoca per
la scienza. epoca nella quale la matenwtica fa un ulteriore passo verso
il dominio della realta della fisica.

Nel • discorso prefiminare _ Fourier fa delle acutissime rijlessioni sui
significato dello studio matematico delle leggi della natura e sullo sti­
molo che la fisica da alla matematica, nel proporre dei soggetti di intui­
zione e di studio.

Le cause primissime delle cose ci sono ignote, rna tuttavia esse
sono sottoposte a leggi semplici e costanti, che possono essere sea­
perte con ]a osservazione e che sana oggetto di studio da parte della
filosofia naturale.

II calore penetra, come la gravita, ogni sostanza dell'universo;
i suoi raggi occupano ogni parte delle spazio.

La scopo della nostra opera ~ quello di esporre Ie leggi mate­
matiche aile quali ubbidisce questo elemento.

Questa teeria fonnera. d'era innanzi, una delle parti piu impor­
tanti della fisica generaJe.l

Non ci sono pervenuti i risultati che i popoli antichi hanna pa­
tuto conseguire a proposito della meccanica razionate, e la storia di
questa scienza, se si fa eccezione dei primi teoremi sull'annonia, non
risate al di la delle scoperte di Archimede.l

Questa grande geometra spiego i principi matematici dell'equi­
librio dei solidi e dei fluidi.

Dovettero passare quasi 18 secoli percM Galilee, primo inven­
tore delle teorie della dinamica, scoprisse Ie leggi di moto dei gravi.

Newton poi fece entrare in questa scienza nuova tutto it sistema
dell'universa.

I successori di questi 610s06 hanno data a queste teorie una me­
ravigliosa estensione ed una grandissima perfezione; ci hanna inse-

1 Come si vede, Fourier ha una coscienza moho preeisa della importanUi delle
studio dei fenomeni del calore per la fisica; la cosa piu interessante ~ che i risultati
di Fourier sono validi anche se il calore non ~ un «clemento,. come egli dice.
Si potrebbe infatti dire che i1 significato dello studio matematico allinge il livello
puramente fenomenologico, e rimane valido quale che sia la «natura,. ovvero
la «sostanza,. degli enti studiati.
1 1 teoremi sull'armonia a eui fa cenno Fourier $Ono probabilmente Ie leggi
della vibrazione delle eorde tese, the vengono attribuite a Pitagora.
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gnato che i fenomeni pill diversi tra lora sonG sottoposti a pochis.
sime leggi fondamentali, che si riproducono in ogni atto della natura.

Essi hanno riconosciuto che gli stessi principi regolano i moti
degli astri, la loro forma, Ie ineguaglianze dei loro corsi, I'equilibrio
e Ie oscillazioni dei marl, Ie vibrazioni armoniche dell'aria e dei
corpi SODOri, Ie azioni capillari, Ie onde nei liquidi ed infine i feno­
meni pill compHcati di tutte Ie forze naturali. E si eottenuta la can­
fenna di questo pensiero di Newton: «La geometria si gloria per
it fatto che tante conseguenze si possano trarre da tanto pochi
principi ».

Ma, Quale che sia la estensioDe e la potenza delle teorie della
meccanica, esse non possono essere applicate agli effetti del calore.

Questi costituiscono una c1asse speciale di fenomeni, che non
POSSODO essere spiegati per mezzo dei principi che reggono it moto
e I'equilibrio. Da malta tempo possediamo degli strumenti che ser­
vono per misurare gli effetti del calore: abbiamo raccoho dei risul·
tati preziosi, rna non conosciamo la dimostrazione matematica delle
leggi che comprendono satto di se tutti i fenomeni di questo tipo.

10 ho dedotto queste leggi da un lungo studio e dal confronto
di tutti i fatti conosciuti fino ad oggi: Ii ho osservati tutti di nuovo,
nel corso di diversi anni, con gli strumenti pill precisi che siano
stati usati.

Per fandare questa tearia era anzitutto necessario distinguere e
definire con preeisione Ie proprieta elementari che determinano
l'azione del ealore. Ho riconosciuto in seguito ehe tutti i fenomeni
ehe dipendono daUa azione del ealore si risolvono in un piccolo
numere di fatti sempliei e generali; e, come eonseguenza di Questa
fatto, ogni Questione fisiea di questo tipo ~ rieondotta ad una rieerca
di analisi matematiea. Sono giunto alia conclusione ehe, per deter­
minare i mati pill vari del ealore, basta sottomettere ogni sostanza
a tre osservazioni fondamentali.

Infatti i vari corpi non posseggono affatto nello stesso grado la
facolta di contenere, di rieevere 0 di trasmettere il calore attraverso
la lore superficie. oppure di condurlo nell'interno deUa taro massa.

La nostra teoria insegna a distinguere chiaramente ed a misu­
rare queste tre quantita speeifiehe.

t:. facile eanstatare quanto queste rieerehe interessino Ie scienze
fisiche e la economia civile, e quanta possa essere la lora influenza
sul progresso delle arti che riehiedono la utilizzazione e la distribu­
zione del fuoco.
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Oueste ricerche sono anche in relazione necessaria con it sistema
del mondo; e queste relazioni possono essere facilmente riconosciute
considerando i grandi Cenomeni che avvengono alia superficie del
globe terrestre.

Fourier prosegue ricordondo tutti i jenomeni che ovvengono quando
il calore del Sole viene ricevuto daUa super/icie terrestre, penetra nel­
I'interno della Terra, oppure viene trasportato dall'aria e doll'ocqua
lIei loro movimenti; ed analogamente egli ricorda i jenomeni dell'irrag­
giamento del calore della Terra nella spazio.

E r;torno a ricordare l'importanza che Ie rjcerche su questa argo­
mento hanno per 10 tecnica, e la novita delle sue ricerche.

Questi sono i problemi principali ehe io ho risoIto, e che non
erano aneora slati trattati per mezzo del calcolo.

E si potra riconoscere tutta la importanza e la estensione di
questa teoria se si prencleranno in considerazione tutte Ie relazioni
che essa ha con gli usi civili e Ie arti tecniche.

f: chiaro inCatti che questa teoria abbraecia una grandissima
quantitA di fenomeni. e ehe non si potrebbe tralasciare 10 studio di
questi senza ignorare una parte importantissima della scienza della
natura.

I principi di questa teoria sono stati dedotti, come quelli della
meccanica, da un piccolissimo numero di Catti elementari. dei quali
i matematici non indagano Ie cause, rna che essi ammettono come
risultati di osservazioni comuni e confennate da tuUe Ie esperienze.

Le equazioni differenziali della propagazione del ealore espri­
mono Ie condizioni pili generali e riconducono i problemi fisici a
problemi della matematica, it ehe esostanzialmente 10 scope di que­
sta teoria. Esse sono state dimostrate altrettanto rigorosamente di
queUe generali dell'equilibrio e del moto. Per rendere aneara pili
chiaro questo conrronto abbiamo sempre preferito dare dimostra­
zioni dei teoremi analoghe a queUe che servono da fondamenta per
la statica e la dinamica.

Oueste equazioni del calore sussistono ancora, rna hanna una
forma diversa, a seconda che esse descrivano Ia distribuzione del
calore raggiante nei corpi diafani, oppure i moti generati nell'interno
dei fluidi dai cambiamenti di temperatura e di densita.

I coefficienti che entrano in queste equazioni sona saggetti a
certe variazioni la cui misura precisa e ancora ignota; rna in tutti i
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problemi che pili ci interessano Ie temperature oscillano entro limiti
COSI bassi che si possono trascurare Ie variazioni di quesu coefficienti.

Le equazioni del movimento del calore, COS! come quelle che
descrivono Ie vibrazioni dei corpi sonori, oppure Ie osciliazioni ele­
mentari dei Iiquidi, appartengono ad una delle branche piu recenti
della malematica, branca che sarebbe molto importante poter per­
fezionare.

Infatti, dopo aver scritto queste equazioni differenziali occorreva
ttovame Ie soluzioni; e cit'> significa passare da una soluzione gene­
rale ad una soluzione particolare, che tenga conto delle condizioni
date.· Questa ticerca difficile ha reso necessario sviluppare un nuovo
tipe di analisi matematica fondata su dei teoremi nuovi che qui non
possiamo esperre; it metodo che se ne trae non lascia nulla di vago
e di indeterminato nelle soluzioni; rna invece Ie porta fino aile ultime
applicazioni numeriche, condizione questa necessaria in ogni ricer­
ca, perche senza di essa non si farebbero che delle inutili trasfor­
mazioni.

Fourier prosegue dicendo che i nuovi teoremi di analisi moJematica
da lui dimosfrati sono utili anche in allri problemi, rimasJi fino ad aUora
insoluJi, di analisi mafemaJica generale e di dinamica. E poi prosegue
con il passo al quale abbiamo accennato.

La studio approfondito della natura e la sorgente pili feconda
delle scoperte matematiche.

Non soltanto questa studio esclude i problemi vaghi e senza ca­
strutto. ofJrendo aHe ricetche uno scope determinato, rna e anche
un mezzo sicuro per formate la stessa anaJisi matematica, e per
scoptime gli elementi pili importanti, che questa scienza deve sem­
pre consetvare, percM tali elementi si riproducono in ogni reno­
meno naturale.

Per es. si put'> constatare che una stessa espressione. che i mate­
matici avevano studiato in astratto e che, da questo punta di vista,
appartiene al campo della analisi matematica generale, rappresenta
anche i1 moto della luce nell'atmosfera, oppure Ie leggi della diJIu­
sione del calore nei solidi ed enlra anche nelle questioni principali
di calcolo delle probabilita.

• Le conditioni «at contorno,. di ciascun problema particolare.
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I problemi di analisi, ignorati dagli antichi matematici, e che
Descartes ha introdotto per primo nello studio delle curve e delle
superfici, non riguardana soltanto Ie proprieta delle figure e i teo­
remi della meccanica razionale; essi interessano tutti i fenomeni,
aoche i pi6 generali.

E non vi e linguaggio che sia pi6 universale e pi6 semplice, pi6
libero da errori e da oscurila, cire non vi e linguaggio che sis pi6
degno di esprimere Ie relazioni invariabili tra enti naturaU.

Considerata da questa punto di vista, la anaHsi matematica ha
la stessa estensione della natura: definisce tutti i rapporti sensibili,
misura i tempi, gli spazi, Ie forze, Ie temperature.

Questa scienza si forma lentamente, rna conserva ogni suo prin­
cipio, dal momento in cui I'ha conquistato; cresce e si afferma con·
tinuamente, tra la folia di erreri e di camhiamenti della spirito
umano.

n suo attributo principale e la chiarezza: essa non ha simboli
per Ie idee confuse.

Essa accosta i fenomeni pi6 diversi e ne scopre Ie analogie se·
grete che Ii unificano.

Se anche la materia ci sfugge per 1a sua estrema tenuita, come
quella che costituisce I'aria 0 la luce, se i corpi che studiamo sono
molto lontani da noi, neU'immensita dello spazio, se I'uomo vuole
conoscere quale sara 10 spettacolo del cielo in tempi futuri, dai quali
ci separano moltissimi secoli, se Ie azioni della gravita e del calere
si esercitane nell'interne di un globe solido, a delle prefendita che
saranne sempre inaccessibili, l'analisi matematica pul> sempre do­
minare Ie leggi di questi fenomeni.

La analisi matematica ci rende i fenomeni presenti e misurabili,
e ci appare come la facolta con cui la ragione umana supera la bre·
vita. della vita e Ie imperfezioni dei sensi; e (ancor pi6) essa adotta
sempre 10 stesso metodo per tutti i fenomeni; Ii esprime con 10 steg.
SO iinguaggio, come per testimoniare dell'unita e deUa semplicita
del piano della natura e rendere ancora piu visibile quell'ordine im·
mutabile che presiede a tutte Ie cause naturali.

Dopo questa solenne presentazione, c1le richiama irresistibilmente it
celebre passo ill cui Galileo prodama che fa matematica e it finguag·
gio della scienza, Fourier continua la presentazione def suo lavoro, che
non possiamo riportare qui.

Ci limitiamo a riprendere due pass; nel COrso dell'opera; net primo
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Fourier $; dimastTa per/ettamente conscio della novi!d de; suo; studi,
per it latto che j Jenomeni del colore sono di natura del tutta diversa
do quefla de; !ellomeni che lo meccanica razionale aveva studiato con
tanto successo {ino a quel tempo:

Da ci~ che precede si trae immediatamente la conclusione che
esistono dei fenomeni appartenenti ad una c1asse molto estesa, che
non sona prodotti da forze meccaniche. rna che dipendono soltanto
dalla presenza e daUa accumulazione del calore.

Pertanto questa parte deUa filosofia naturale non pub essere ri·
condotta alle teorie della dinamica; essa parte da certi principi che
Ie sono propri ed esdusivi ed efoodata su metodi che sono analoghi
a quelli delle altre scienze esatte.

Per esempio it calore salare che penetra neIl'interno del globo
terrestre vi si distribuisce secondo una legge regolare che e assoluta­
mente indipendente da queUe del mota e che non pUD essere deter­
minata per mezzo dei principi deUa meccanica razionale.

Infatti e ben vera che Ie dilatazioni provocate daUa fona repul­
siva del calore, e che servono a misurare Ie temperature, sono delle
azioni dinamiche; rna non sono queste dilatazioni che vengono cal­
eolate quando si ricercano Ie leggi della propagazione del calore.

E nel/'altro passo Fourier riaOerma uno dei earatter; della eona­
scenza matematiea della natura: la rinuneia alla rieerea della «natura»
degli oggetti studiati, e l'analisi degli ospetti puramente fenomenologici
della rieerea.

A proposito della natura del calore si possono formulare soltanto
delle ipotesi molto poco sicure; rna la conoscenza delle leggi rnate­
matiehe Ie quali reggono j suoi effetti e indipendente da qualunque
ipotesi; questa conoscenza riehiede soltanto I'esame attento dei fatti
prineipali rivelati dalle osservazioni e confermati dalle esperienze
precise.
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NICOLAI IVANOVIC LOBACEVSKIJ

Ii nome di Nicolaj Ivanovic Lobacevskijl e ricordato soprattutlo
come quello di uno tra i fondato,; della «geometria non-euclidea ».

Can questa espressione si usa oggi indicare un insieme di proposi­
zioni Ie quofi sana volide indipendentemente doUa voliditii del postu­
lato V di Euclide e precisamente quel postulato che e equivalente alia
afjermazione della unicita della retta paraliela ad una retta data, pas­
sante per un punto dato.

Presentando I'opera di G. Saccheri abbiamo avuto occasione di dire
che I'atteggiamenlo classico a proposito deffa proposizione eucfidea po­
trebbe essere esposlo dicendo che i matemalici erano generalmente con­
vinti del latto che la proposiziofle fosse c vera ». rna ne cercavano la
dimostrazione, perche ritenevano l'enunciato euclideo non sufficiente­
mente c evidenle ».

Ovviamente questo atteggiamento aveva Ie sue radici in una ceria
concezione delia geometria. che veniva press'a poco considerata come
una sc;enza Ia quale (come tulle Ie scienzeJ diceva delle cose c vere.
a proposito di certi enti che venivano considerati come suo; c oggetti •.

In altre parole la c veritii» delia geometria veniva concepita come
adeguamenlo degli enunciali di quesla scienza a certi «falti» che
esistono luori di no;' Sol/anto verso la /ine del XVIIJ serolo si comin­
cio a c dubilare» della vaJiditd del postulato euclideo della paralielo.

La situazione maturo rapidomente. tanto do condurre due giovani
studiosi. lanos Bol)'or e N. I. Lobacevskij, indipendentemente I'uno
dall'altro. a costruire de; sistemi di proposizioni che prescindessero dalia
validitii 0 dalia non validitii del postutalo euclideo.

A risultati analoghi era gilt arrivato il grandissimo matematico
K. F. Gauss) if quate neI 1846, scrivelldo all'astrollomo Heinrich Chris­
tian Schumacher a proposilo dell'opera di Lobacevskij, dice:

« ... voi sapete che da 54 anni (cioe dal 1792) io sono convinto
delle stesse cose... Non ho dunque trovato nell'opera di Lobacevskij

I Nato a Nidtni-NovIOrod nel 1792, siudib all'Universltl di Kazan dove comincw
a insegn~ nel 1812 e fu professote dal 1822 al 1&46 e tettore dal 1127 al 1846.
Nel 1842 fu eletlo alIa sociel8 scientifica di Gottinga. Morl a Kazan nel 1856.
1 'linos Bolyai (1802·1896), di Bolya in Ungheria, spinto da8H studi del padre
Wolfango sui postulato delle parallele pubbliOO nel 1829 come appendice al
Tentamen del padre la sua opera dal significativo tholo Appendix scientiam spatli
absolute lIeram exhibens: a lIeri/ate aut lalsi/ate Axiomalis XI Euclidei. a priori
haud unquam decidenda. independenlem...
) efr. nota 1 a pag. 157.
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nessuna rosa che fosse per me nuava, rna l'esposizione della materia
edel rolto diversa da quells che avrei (atto io, e l'autore ha trattato
iI soggetto con mana di maestro e con vera spirito geometrico...•.

N. J. Lobacevski; dimaS/fa di avere un coraggio che potrebbe essere
chiamato «,ivoluzionario» nell'imposfare $U principi del tullo nuov;
la geometria, in modo completamente diverso do queUo che l'umanitc'J
aveva accettoJO per pili di 2000 anni, La sua opera ha aperto la strada
che conduce alia concezione moderna della geometria; secondo tale con­
cezione questa scienza non ~ pili un insieme di proposizioni che dicono
quaJche coso di • vero» su cerli c oggetti., rna e Uti «sistema ipote·
tico deduttivo., cioe una successione di proposizioni che inizia can
eerIe proposizioni non dimostraie che non sano accettate in /orzQ della
lora «evidenza ", ma che sana seelte come «ipotesi 11 per Ie proposi­
zioni successive.

Di conseguenza anche gfi «enti» che vengono nominati non sono
considerati come «dati» juori di noi, ma sono definiti implicitamente
dal sistema di proposizioni scelto come sistema iniziale. Nulla di strano
quindi che una stesso nome, per esempio it tennine «retta It, designi
degli enti che hanna un comportamento diversa e magari apparentemente
contraddittorio in toorie diverse; in/att; ; sistemi di ass;om; da; qual;
si parte sono diversi e conseguentemente risultano diverse anche Ie defi­
nizioni implicite degli enti considerati, anche se i nomi appaiono sem­
pre gli stessi.

Il passo che segue e tratto dall'opera 5IUdi geometrici sulla leoria
delle paralJele.

A1cune teorie della geometria elementare lasciano ancora oggi
qualche cosa a desiderare, e penso che si debba a queste imperfe­
zioni it fatto che la geometria ha progredito tanto poco dopa
Euclide, se Don si considerano Ie applicazioni dell'analisi matematica.

Tra i punti difettosi deUa geometria ricordo I'oscurita che regna
sui concetto di grandezze geometriche e sui modo di rappresentare
la misura delle grandezze, ed anche l'importante lacuna rappresen­
tata daUa teoria delle paralJele, lacuna non aocara colmata dai lavori
dei geometri. Gli sforzi di Legendre· non hanno portato nulla a
questa teoria, perche questo autore estato costretto ad abbandonare

• Adrien Marie Legendre (1752·1833), francese, portO significalivi contribuli in
diversi campi della matemalica.
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la strada del ragionamento rigoroso per scegliere delle considera­
zioni complicate e contorte e ad adottare certi principi che (senza
alcuna ragione sufficiente) egJi cerea di far passare per assiomi
necessari.

II mio primo saggio sui fondamenti della geometria ~ comparso
nel «Carriere di Kazan. nel 1829. PoicM desidero soddisfare a
tutte le esigenze dei lettori. mi sono occupato in seguito di presen­
tare la redazione completa del mio lavoro. ed ho pubblicato Ie roie
ricerche a puntate nelle « Memorie del1'Universita di Kazan» negli
aoni 1836. 1837 e 1838 col titolo Nuovi principi di geometria, can
una teoria cornpleta delle paralle/e.

L'estensionc di questo lavara ha impedito forse ai miei compa­
trioti di apprezzare questo studio it quale, dopo i lavori di Legendre,
pareva aver perso ogni interesse.

Tuttavia io continuo a credere che Ia teoria delle parallete con­
tinua ad essere interessante per i geometri, e quindi mi propongo
ora di esporre qui Ie case essenziali che appaiono nelle mie ricerche,
facendo rilevare che (contrariamente all'opinione di Legendre) Ie
altre imperfezioni che affliggono i principi, cosi come la definizione
della retta, non ci devono preoccupare qui, e non hanna alcuna con·
seguenza sulla teoria delle parallele.

Per non stancare it lettore can una grande quantita di proposi·
zioni facilissime da dirnostrare, mi limitero ad enunciare queUe pro­
pasizioni 18 cui conoscenza ~ necessaria per pater seguire it nostro
discorso.

Qui Lobacevskij enuneia 15 proposizioni fe quafi (secondo quanto
egli ha del to) sono molto Jaeili da accettarsi come assiomi oppure si
possono dimos/rare Jacifmente. IJI{ine egli giunge ad enuneiare la parte
veramente rivoluzionaria def suo lavoro.

In questa, contrariamente a quella che era stata fa convinziotle di
tutti i matematiei per almeno 2000 anni, egli ammette che, data una
retta in un piano ed un punto Juori di essa, possano esistere delle rette
per i1 punto che nOn secano la retta, pur non essendo ad essa parallefe.

Tutte Ie rette passanti per un dato punto in un piano dato pas­
sono distribuirsi, rispetto ad una reUa data in questo piano, in due
c1assi e cioe: rette che incontrano la retta data e rette che non la
incontrano. La retta che ~ limite comune delle rette di queste due
classi sara detta parallela alIa retta data.

196



B

F

;;..------10

E

Dal punto A si abbassi la perpendicolare AD suUa retia BC, e
dal punto A si elevi la perpendicolare AE alia relta AD. Nell'an-

golo retto EAD pUD avvenire 0
che ogni retta che passa per A
incontri la reUa BC, come avvie­
ne per la retta AF, per esempio,'
o che qualche retta, come la AB,
non incontri la DC. Nella ineer­
tezza che la reUa perpendicola­
re AE sia la sola che non in­
contra 1a DC ammetteremo che
esistano altre rette, come la
AG. cbe non incontrano la DC,
comunque vengano prolungate.
Quando si passi dalle rette come
AF. che incontrano CD, aile ret­
te come AG, che non la incon­
trano, si trovera necessariamente
una retta come AH, che ~ paral­
lela a DC; ci~ una retia tale
che Ie relte che stanno da una
parte rispetto ad essa non incon­
trane DC, mentre queUe che
stanno dall'altra parte la ineon-
trano necessariamente.'

L'angolo HAD, compreso tra la parallela HA e Ia perpendico­
lare AD, sara detlo angola di parallelismo; indicando con p la di­
stanza AD, indicheremo questa angolo con 1t (p).

E Lobacevskij continua imperturbabile a trarre tutte Ie conseguenze,
perfettamente rigorose, daUe ipotesi audacissime che eg/i ha enunciato.

Abbiamo visto che anche G. Saccheri ha ,:ostruito un sistema di
proposizioni di geornetria non euclidea; rna fa diDerenza essenziafe Ira

, La accettll%ione di qUe$ta prima ipolesi equivale ad accettare 1a validil1 del
posrulalO euclidco della parallela.
, Ecco enunciala 1a ipolesi rivoluzionaria: che possano esiSlere delle retle per A,
diverse dalla AE, che certamente non incontra la DC, Ie quali non inconlrano
la DC. QueSla proposizione sarcbbe stata considerala come a$Surda e addirinura
pazzesca soltanto un seeolo prima di Lobacevskij. E cerlamenle questi ha dim~

stralO un coraggio inlellettuale grandissimo neU'enunciarla, anche soltanto come
• ipotesi •.

197



Momenti della matematie- modema

Ie posizioni di G. Saccheri e qllella di N.I. Lcbacevskij e che mentre
il primo era pr%ndamente convinto che la proposizione euclidea /osse
.. vera., Lcbacevskij invece prende coscientemente una posizione supe­
riore a quella di Eucfide, perche si fibera daUa suggestione della .. ve·
rita. detfa proposizione euclidea, per accettare anche 10 negazione di
essa e per non rifiutare la p<lssibilita di costruire una «geometria If su
queste ipotesi.

GEORGE BOOLE

George Boolel e oggi /requentemente citata per te applicaziolli che
l'algebra abi/ualmente indica/a con il suo nome trova nei calcolatori
elettronici, ma a noi interessa mettere in evidenza soprattutto il con­
tributo portato allo sviluppo della matematiea daUa sua Jormalizzazione
dei procedimenti del ragionare umano.

Oggi e abbastanta diOusa 10 consapevolezza ehe la matematica non
pull pili essere cOllsidero/a semplicemente come fa scienza dei nume,;
o delle quan/itii ed e caratterizzata nolt tanto dai SilO; oggetti quanta
dai suoi procedimenti, ovvera. prendendo il termine in un sensa abba·
stanza generico, dalle sue strutture.

Tra Ie origini di questa situazione hanno indiscu/ibile rifievo gli svi­
fuppi della eosiddeHa logiea simboliea, fa quafe ha dimostrato, per esem­
pio, che anehe certe leggi del pensiero sona soggette a regole formali che,
per eerti aspetli, sono di competenza della ma.tematiea: George Boole
ha una importanza di primo piano in questi studi per il modo nel quole
anafizzQ gli aspetti formoli delle operazioni del pensiero e dei lIostri
ragionamenti e rilevQ espficitamente Ie analogie tra queste leui formali
e Ie leggi dell'algebra dei numeri, Jondando quel eapitolo della mate­
matica che ancora oggi viene ehiamato .. algebra di Boole)l.

Questa algebra traduce i procedimenti di formazione delle nostre idee;
e cill e provato dol fatto che do questa algebra vengono regolate Ie
operazioni elementari di intersezione e di riunione di due insiemi, che
oggi vengono insegnate anehe neUe seuole sollo to qualifiea di .. insie·

1 Nato a Lincoln (Inghilterra) nel 1815, eomineiO a inscgnare a 16 snni e aprl
una &Cuola. Oal 1849 fu professore di maternatiea al Queen's College di Cork.
Morl nd 1864. Olin: alI'opera deUa quale riponiamo qui alcuni passi, ricordiamo
g1i studi di Boole sulk equazioni differenziali e sulle equazioni a1Ie dilferenu finite.
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mlStlca» (0 satto a/Ire quaJifiche equiva/enli). Inoltre questa algebra
e queUa che regola Ie operation; logiche de; circuit; elettrici e eleU,o­
nid, che sono alta base degli strumenti potentissimi che 10 scienza e
/0 tecnica mettOnO aggi a disposizione delf'uomo, pcrmettendogfi COS!
di eseguire calcoli Qssolutamente impossibili nell'epoca precedente e di
ampliare Ie possibilita di deduzione in modo tale do ispirore l'idea che
non si scorgono ancora i conlini dell'universo che stiama COS! can­
quistando.

Vale quindi fa penu di cog/iere nel suo nascere questa corrente di
pensiero, che tanta parte ha nella concezione scientifica delf'uomo di
oggi, attraverso aleun; pass; defl'opera di G. 800fe Una rkerea sulle leggi
del pensiero (An Investigation of the Laws of Thought), che segue un trat­
toto intitolato Analisi malematica della logica.

Nel capitolo J, prima di en/rare nei dettagli e di presentare gli stru·
menti che intende utilizzare, l'Autore dichiara:

I. - Lo scope del presente trattato ~ queUo di investigare Ie
leggi fondamentali di queUe operazioni della mente mediante Ie
quali si realizza it pensiero; di esprimere tali leggi nel linguaggio
simbolico analogo ad un calcolo e su queste premesse di fondare la
scienza della logica e di costruire it suo metodo; di fare di questo
metodo della logica a sua volta la base per un metodo generale per
la applicazione della teoria maternalica della probabilita; ed infine
queUo di raccogliere, dai vari elementi di verita ernersi nel corso
di queste indagini, qualche presunzione abbastanza probabile sulla
natura e sulla costituzione della mente umana.

Nei passi che seguono, tratti dal secondo capitolo, Hoole introduce
i principi e Ie operazioni fondamentali di quella che sara chiamata I'e al­
gebra di Hoo/e If, giusti{tcandone Ie regole. Vogfiamo richiamare in par­
/ico/are I'attenzione sui fatto che Boole non si e arrestato di Ironte 0110
e stranezza » delle regole s/esse. e per/anto ha acceltato una visione molto
esteSQ di algebra (0 e calcolo» come lui 10 chiama); visione che ediven­
tata abituale per i matematici soltanto in epoca relativamente recente.

E una verita generalrnente ammessa che it Iinguaggio sia uno
strumento della ragione umana, e non soltanto un mezzo per espri­
mere it pensiero.

II proposito di questo capitolo ~ quello di ricercare che.cosa
rende iI linguaggio uno strumento COSI adatto per Ie piu importanti
facolla intellettuali.
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Nei vari passi che compiremo verso questo scopo saremo con·
dotti a prendere in considerazione it linguaggio come un insieme
finalizzato, ci~ adattato ad uno scopo 0 fine; ad analizzare i suoi
elementi; a ricercare Ie lora mutue relazioni e i rapporti di dipen­
denza; ed a ricercare in che modo queste parti giungono aUo scopo
al quale essi elementi sono ordinati, come patti di un sistema.

In queste analisi non sara necessaria prendere partito nella di·
scussione, che data da lungo tempo tra i dotti, a proposito del fa­
moso problema se il linguaggio debba essere considerato come un
elemento essenziale per iI ragionamento oppure se sia possibile ra­
gionare senza di esso.

La mia ipotesi e che questo problema e al di fuoti degH scopi
del presente trattato e cia per la seguente ragione: il compito della
scienza e queUo di ricereare delle teggi; e che sia che noi conside·
riamo i segni come dei rappresentanti delle cose e delle loro tela­
zioni, sia che noi concepiamo i segni come rappresentanti dei con­
cetti e delle operazioni deU'inteUetto umano, quando noi studiamo
Ie leggi dei segni noi sHame studiando in effetti Ie teggi del ragiona­
mento, COS! come esse si manifestano.

Anche se esiste una differenza tra Ie due analisi, questa diffe­
renza non ha conseguenze sulle espressioni scientifiche deUa leg~e

formale, espressioni che sono i soli oggetti della analisi preseote; la
differenza di concezione ha importanza soltanto sui modo in cui i
risultati della analisi sono presentati alia considerazione della mente.
Perche se si analizzaoo Ie leggi dei segni « a posteriori It it soggetto
immediato deUa analisi e it linguaggio, insieme con Ie leggi che
governano it suo impiego; mentre se si fanno oggetto di analisi di·
retta i procedimenti interiori del pensiero, dobbiamo fare appeno
immediatarnente alia nostra inttOspezione personaIe; in ogni caso
comunque si trova che i risultati ottenuti sono formalmente equi­
valenti.

Infatti non possiamo facilmente accettare iI ratto che Ie innume·
revoJi lingue, i numerosissimi dialetti, abbiano conservato tante case
in comune durante una successione talmente lunga di tempi se non
si aecetta come accertata la esistenza di certe profonde radici co­
muni della lora analogia nella mente, quale essa e.

2.• GIi elementi costituenti di una qualunque lingua sono dei
segni ovvero simboli. Le parole sana dei segni. Talvolta si dice che
esse rappresentano Ie cose; talvolta si dice che esse rappresentano
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Ie operazioni con Ie quali la mente fonna dei concetti complessi
partendo da certi concetti semplici; talvolta esse esprimono Ie rela·
zioni di azione, passione. a aoche ]8 qualita che noi percepiamo
negli oggetti della nastra esperienza; tal volta Ie emozioni della spi­
rito che percepisce.

Tuttavia Ie parole, bencM nei modi or ora ricordati a aoche in
altri modi esse siano dei simboli, che rappresentano qualche casa,
non sona i soli simboli che noi utilizziamo. Vi sona aoche dei sim­
boIi di altra specie, come certi segni arbitrari che parlano soltanto
all'occhio.o suoni cd sui convenziona1i; aoche questi sono da clas·
sificarsi come dei simboli, purche si sia definite il loro significato e
questa sia compreso.

Nella scienza matematica si usano come segni delle lettere e dei
simboli. come per es. « + » oppure « - » oppure « = » ecc.; per
quanto sia da rilevarsi che qui il termine «segni », applicato ai sim·
boli dell'ultima c1asse ricordata, rappresenti piuttosto dei simboli di
operazioni e di relazioni piuttosto che numeri e quantita, che sono
rappresentati dai simboli della prima c1asse ricordata.

La forma 0 la espressione di un segno non ha alcuna importanza:
COS! come non hanno importanza Ie leggi che regolano iI suo impiego.

Tutlavia in tutto i1 presente trattato il termine «segno» sara
impiegato esclusivamente per indicare dei segni scritti. Le qualita
fondamentali dei segni sono enumerate dalla seguente definizione:
« Un ifsegnO " ~ un simbolo arbitrario, che ha una interpretazione
fissata, e che puo essere combinato con altri segni con certe leggi
fissate, che dipendono dalla interpretazione dei segni stessi ».

3. - Analizziamo ora la precedente definizione nei suoi par­
ticolari.

1) Anzitutto un segno ~ un simbolo arbitrario: e infatti del
tutto indifTerente Quale sia la parola 0 iI simbolo grafico che Doi
associamo ad una idea, purche si sia sempre coerenti al collegamento
tTa simbolo ed idea una volta che ~ stato fatto. I Romani indicavano
con la parola «civitas» cia che noi oggi indichiamo con Ia paroia
« stato »; rna tanto lora che noi avremmo potuto utilizzare delle
altre parole; perche non vi ~ nulla nella natura del Iinguaggio che ci
impedisca di indicare la stessa cosa con una unica lettera. Se faces­
simo cosi, Ie leggi che reggono la ulilizzazione di questa lettera sa­
rebbero Ie stesse che regolano la utilizzazione della parola « civitas»
in latino oppure della parola « stato » nella nostra lingua; e cia fino
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ache i principi generali che governano tutti i Iinguaggi rimangono
gli stessi.

2) In secondo luogo occorre che ogni segno abbia sempre la
stessa interpretazione, almeno nell'ambito di uno stesso discorso 0

ragionamento.
La necessita di questa condizione e del tuUo ovvia, e fondata

sulla natura stessa delle case che stiamo indagando. Tuttavia si di­
scute sulla precisa natura del compito significante che Ie parole a
i segni hanna nel processo del ragionamento; infatti alcuni sosten­
gono che i segni rappreseotano i coocetti della mente, altri invece
sostengono che essi rappresentano Ie case. La questione non ha molta
importanza qui e comunque non riguarda Ie leggi con Ie quali i segni
stessi sono adoperati.

TuUavia per parte mia pense che la risposla generale a questo
problema e ad altri analoghi sia che i segni, nel processo del ragio­
namento, stanno a rappresentare i concetti e Ie operazioni della
nostra mente; rna che, poicM questi concetti e queste operazioni
rappresentano Ie cose, i segni in definitiva rappresentano Ie cose,
insieme con Ie loro connessioni e relazioni; ed infine penso che i
segni, tenendo i1 posto delle operazioni della mente e dei suoi con·
cetti, sana soggetti aile regole aHe quali ubbidiscono i concetti e Ie
operazioni della mente.

Spiegheremo meglio questa tesi nel prossimo capitola; qui essa
ci serve per spiegare la terza circostanza che viene sottolineata a
proposito dei segni, e cioe it fauo che essi sono soggetti a certe leggi
fonnali, dipendentemente dalla natura della lora interpretazione.

4. - L'analisi e la classificazione dei segni con i quali si espri­
mono Ie leggi del ragionamento e data daUa seguente

PROPOSIZIONE I

Tutte Ie operazioni del Iinguaggio, considerato come uno stru­
mento del ragionamento, possono essere riprodotte da un sistema di
segni, composto con i seguenti elememi:

I) simboli letteraJi, come x, y, z eec., che rappresentano Ie cose,
in quanto soggetti dei nostri concetti;

2) simboli di operazioni, come « + », « X », « - It eec., che
tengono il posto di queUe operazioni della mente con Ie quali icon·
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cetti vengono combinati, oppure decomposti (nei lora elementi), per
£oonare dei nuovi concetti che riguardano gli stessi elementi;

3) il simbolo di identita c = It.

E questi simboli della logics ubbidiscono, quando SODa utilizzati,
a certe leggi ben determinate Ie quali sono in parte coincidenti ed in
parte diverse dalle leggi che valgono per i simboli corrispondenti
dell'algebra.

Boole prosegue nella anaUs; delle Ire classi di segni elle egfi ha pre­
sentoto e delle regole per 10 {oro combinazione; egfi pone cosi Ie basi,
come abbiamo detto, di quelfa elle aggi viene universalmente chiamalQ
1'. algebra dj Boole ».

Ed e proprio qui ehe Boole dimastfa quel/a quafitd ehe si potrebbe
chiamare «caTaggio intellettuale _, cui si e accennato: egli non viene
arrestoto doUa II stranezza ... delle leggi ehe stabilisce, ma prosegue nella
sua strada eostruendo un nuolIO capitolo della matematica.

Particolarmente i"teressonti sono i punti nei quali egli stabilisce Ie
leggi delle operazioni di • somma. e di • pradotto ... , basandosi sui
signifieati delle operazioni logiche che vengono rappresenlate dai simboli
do lui anolizzati.

6. - Ora che abbiamo stabilito che un segno e un simbolo arbi­
trario, possiamo sostituire ogni segno della specie ora descritta con
una leltera. Conveniamo di rappresentare la c1asse degli individui a
cui si puc applicare una certa descrizione a un certo nome can una
lettera, per es. «x.; per es. se i1 nome e « uomo» allora il sim­
bolo x rappresentera la classe degJi uomini. Notiamo che usualmente
con il nome di « classe ,. si vuoJe inlendere una collezione, un rag­
gruppamento di individui, a ciascuno dei quali si pub applicate una
certa descrizione 0 si pub dare un certo nome; rna in questo libra i1
termine avra un significato piu esteso e sara usato anche nel caso in
cui esiste un solo individuo che risponde al nome 0 alia descrizione
(atta; ed anche ai casi che vengono denotati con «nulla» e con
« universe It, i quali debbono essere interpretati come significanti
rispettivamente « nessun individuo,. e « tutti gli esseri •.

Oi nuovo, se un aggettivo, come per es. « buono., e usato come
un termine di descrizione, rappresentiamo con una lettera, per es.
« y ., tutte Ie cose aile quali si pub applicare tale descrizione, cioe
la classe di tutte Ie cose buone. Allora conveniamo che la combina­
zione « xy » rappresenti la classe di tutte Ie cose aHe quali entrambe
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Ie descrizioni sono contemporaneamente applicabili. COSt per es.
se x da solo sta per « cosa bianca » ed y sta per « pecora _, coove­
oiamo che xy rappresenti « pecora biaoca _; e di nuovo, se z sta
per « cosa con Ie coma _, aUora xyz rappresentera la classe delle
pecore bianche dotate di coma, cioe la c1asse di quegli esseri ai
quali sono contemporaneamente applicabili Ie descrizioni che com­
petono ai tennini .c bianco », .c dotato di coma» e .c pecora ».

Consideriamo ora Ie leggi aUe quali sono soggetti i simboli che
abbiamo introdotti.

Boole prosegue introducendo Ie proprieta di quella operazione che
ancora da qualcuno viene chiama[a It prodolto logico If e che viene oggi
pili spesso indicata come l'operazione di «intersezione If di due 0 pili
classi. Egli verifica che questa operazione ha la proprieta commutativa,
osservando che questa proprieta ~ posseduta anche daUa operazione di
prodolto di due numeri che viene studiala dall'algebra (ordinaria).

Egli passa poi a presentare una proprieta che po/rebbe essere COI1­

siderata come nuovo.

9. - Poiche la combinazione di due simboli letterali. del tipo xy,
indica la classe degli enti ad ogouno dei quali si possono applicare
Ie proprieta indicate dai due simboJi xed y ne segue che. se entrambi
i simboli hanno 10 stesso significato, la lorp combioazione non espri­
me niente di piu di quanto viene espresso da ciascuno dei simboli
singolannente preso. In tale caso avremo dunque

xy = x

E poiche si suppone che y abbia 10 stesso significato di x, si puc)
sostituire x nella precedente equazioI)e al posto di y e scrivere

xx = x

Ora nelJ'algebra (ordinaria) la combinazione xx ~ indicata piu
brevemente con it simbolo r. Conveniamo di adottare la stessa con­
venzione di ootazione. perche it modo di esprimere una particolare
successione di operazioni mentali ~ in se stesso largamente arbi·
trario, COSt come il modo di esprimere una singola idea 0 una sin­
gola operazione. Dunque, coerentemente con questa convenzione,
avremo che 1a equazione ora scriua avra 1a fonna

r =x
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ed abbiamo COS! 18 espressione della seconda legge generate aUa
Quale sono soggetli i simboli che esprimono nami, qualita 0 de­
scrizioni. [ ... ]

La legge espressa da questa equazione trova i suoi esempi nel
linguaggio comunc. lnfatti i1 dire « buono buono» con relazione ad
un determinato soggetto e un pleonasmo inutile. e viene a dire la
stessa casa che «buono »; per es. un uomo buono buono e 10 stesso
che un uama buono.

Queste ripetizioni di parole sono spesso utilizzate per rinforzare
una idea 0 una affermazione; rna questa effctto e puramente secon­
dario e convenzionale e non eCandata sulle relazioni intrinseche del
pensiero e del linguaggio.

Boole passa poi a presentare quella operazione che ora viene chiQ­
mata #I riunione _ di due insiemi e che egli rappresenta come somma.

11 .. Noi siarno capaci non soltanto di considerare gli oggetti,
caratterizzati da certi norni 0 da certi aggettivi che si applicano a
ogni individuo di un determinato gruppo, rna anche di formarci la
idea di un gruppo che si ottiene per aggregazione e che viene for­
mato da altri gruppi singoli e parziali, ognuno dei quali viene deno­
minato separatamente. Per questo scopo "oi utilizziamo i termini
«e» ed « oppure »; per es. quando diciamo « alberi e mineraJi »
oppure « montagne sterili 0 fertili vallate ».

Parlando rigorosarnente. Ie parole «e» ed « oppure » messe tra
i termini che descrivono due 0 piu classi di oggetti irnplicano che
queste due c1assi siano distinte. in modo tale che non esista alcun
elemento dell'una che appartiene ad un'altra. Da questa punta di
vista Ie parole «e» ed «oppure» sana analoghe al segno « + »
dell'algebra e Ie loro leggi sana Ie stesse.

Hoole introduce la proprietiJ commutatil1a dell'associazione di con­
cetti e la proprietd distributiva del prodotto rispetto alia somma, poi
prosegue Ie sue considerazioni introducendo i simboli «0» ed «1 •.

13.. II simbolo « 0» che viene usato in algebra soddisfa aUa
seguente legge formale

Oy = 0
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quale che sia it numero y. Se vogliamo che questa legge sia soddi­
sfatta anche nel sistema di logica dobbiamo assegnare al simbolo
« 0 » un significato tale che la c1asse 0 y sia sempre identica con la
c1asse « 0 », quale che sia la c1asse y.

Una breve riflessione ci porta a concludere che questa condizione
e soddisfatta se « 0 ,. rappresenta iI nulla.

In accordo con una definizione che e stats gia data possiamo
considerare iI nulla come una classe. Infatti il nulla e l'universo
sono i due limiti della possibile estensione di una classe, perch~ sone
i due limiti di una interpretazione possibile di nomi generaii, nes­
suno dei qua Ii puc essere applicato a meno individui di quanti ap­
partengano alia classe «nulla» oppure a pili individui di quanti
appartengano alia classe « universo ».

Ora, qusle che sia la classe indicata con y, gli individui che sono
comuni con questa c1asse e con la classe « nulla» sono tanti quanti
quelli compresi nella classe « nulla », ci~ nessuno.

Boole prosegue spiegando Ie leggi jormali dei simboli che egli intende
interpretare come concelli 0 come classi; frat/ando Ie equazioni tra que­
sfi simboIi e insegnando a risolverle. Non possialno presentare tlltte Ie
slle argomentazioni. rna ripetiamo che Ie sue idee hanna aperto una
strada nuova all'algebra ed aUa logica, e che mofle delle novita e degli
aspet/i caralteristici della matemafica di oggi trovano la toro radice nel
peflsiero originate di questo rieerea/ore.

GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIP CANTOR

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor l viene a ragione considerato
come uno dei jondatori della matematica moderna; troppo lungo sarebbe
jare un elenco dei contributi geniali ehe Cantor apporto aUa scienza, e

I Nato nel 1845 a Pielroburgo da genitori danest, passll in Germania con la
famiglia durante I'inranzia. Fu professore di maternsties all'Univenitli di Halle
(Wittenberg), straordinario dal 1872 e ordinario da! 1879. Mod net 1918. I suoi
importanti e vari contributi allo sviluppo della matematiea non gli procurarono
grande farna durante 18 sua vita.
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soprauutto questa impresa richiederebbe iI ,icorso ad un linguaggio tee­
n;eo che non possiamo supporre nota 01 leUore oJ quole ci rivo/giamo.

Ricordiamo ehe si deve a Cantor una delle formulazioni, in termini
rigorosi, di un concelto ehe 10 geometria ha sempre utilizzato, prenden·
dolo dolla inJuizione: il concetto di continuita. Si potrebbe dire ehe
veniva cosi compiuto un passo essenziale nelfo direzione ehe porta a
dare aUa maternatica un assetto logieamellte rigafoso e formalmente ;nee­
cepibile. Si deve ina/Ire a Cantor fa jondazione di quefla « Teoria degli
insiemi» ehe tanla parte ha nella malematica modema, e nella quale
vengono esaminati i londomenti del rogionaTe umollo.

Le pagine ehe seguono riguardano appunto questo argomento e SO/IO

prese da due articoli di Cantor (comparsi nef 1895 e lief 1897) ed
aventi come titofo: Contributo alia fondazione deUa teoris dei numeri
transfiniti (Beitriige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre).

Si deve in/aUi a Cantor fa introduzione del concetto di «numero
transfinito. mediante if quale la matematica riesce a domitUJre anche
gli insiemi aventi infiniti elementi e a sottoporli ad una atUJlisi logica
rigorosa e formale, nei limiti entro i quali questa impresa e possibile.

Parlando di GaJileo, abbiamo giG avuto accasione di osservare che
i concelti della logica che sono validi per gli insiemi finiti possono non
essere applicabili agli insiemi in(initi; grande merito di Galileo e stato
quelfo di aver intravisto la soluzione di questi che ai suoi tempi pote­
vano essere considerati come problemi superiori alle forze umane; il
genio di Cantor ha dato compimento a questa impresa.

II concetto di potenza ovvero di numero cardinale

Col nome di .: insieme » intendiamo indicare ogni collezione M
di oggetti definiti e distinti m della nostra intuizione 0 del nostra
pensiero, considersts come un tutto unico.l

In simboli esprimeremo questi concetti scrivendo

(I) M={m}.

2 Ovviamente con questa propostZ:lone Cantor implieitamente considcra come
noto il significato del termine • collez:ione ., cosf come quelli dci termini • oggelti •
e • tutto unico •. Oggi si preferisce seguire un'allra strada e giungere a quellll
che si chiama la • definiz:ione implicita. del conceno di • insieme. attraverso
I'enunciazione di opporluni postulati.
A questa posiz:ione si ~ stati condolti dagli sviluppi critid della tcoria degli
insiemi, sviluppi che riguardano da vicino la matematica e la logica.
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Indicberemo la riunione di vari insiemi M, N, P, ... che non
hanno elementi in comune, in un unico insieme con iI simbolo

(2) {M.N.P..} .
Pertanto gJi elementi di questo insieme sono gli elementi di M

oppure di N oppure di P, ... considerati come elementi di un unico
insieme (presi congiulltamente).

Chiameremo « parte» oppure « soltoinsieme » di un insieme M
ogni altro insieme MI. i cui elementi sono pure elementi di M.

Se M z ~ sotloinsieme di MI, ed M1 ~ sottoinsieme di M, allora
anche Mz ~ sOlloinsieme di M.

Ogni insieme M ha una sua determinata « potenza» che chia·
meremo anche « numero cardinale» dell'insieme.

Chiameremo • potenza» 0 anche « numero cardinale It dell'in­
sieme M quel concetto generale che nasce, per azione del nostra
pensiero, quando (acciamo astrazione dalla natura degli elementi m
deU'insieme e dall'ordine nel Quale essi sono dati.

Indicheremo con il simbolo

(3)

i1 risultato di questo duplice atlo di astrazione, cioe il numero car­
dinale dell'insieme M.

Poiche ogni singolo elemento m dell'insieme M, quando fac­
ciamo astrazione daUa sua natura, si presenta come una « units »,

il numero cardinale M di un insieme M ~ un certo ben definito
insieme composto da unitS. e questa numero esiste nella nostra mente
come una immagine intelJettuale ovvero una rappresentazione del­
I'insieme M.

Diremo che due insiemi M ed N sono equivalenti e scriveremo

(4) M .... N appure N .... M

se e possibile dare una legge che panga i due insiemi in una rela­
zione tale che ogni elemento dell'uno corrisponda ad uno ed un
solo elemento dell'altro.3

3 Anche in questo caso, ovviarncnte, Cantor supponc che sis note il significato
del tennine «corrispondenza,. 0 del verbo «corTispondere,..
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Come abbiamo detta, non possiamo riprodurre ulteriormente it con­
tenuto degli articoli, per fa necessittl deWimpiego di un vocabofario
tecnico specializzato.

GOTTLOB FREGE

Gottlob Fregel Ju uno de; Jonda/ori della fogico matematica rna.
derna e dedici} fa sua opera, apprezzata soprattutto dopo 10 sua morte,
o CQstruire "orifmetiea come sviluppo delta togica.

5i potrebbe dire che I'opera di Frege conclude in ceria modo un'epoca
di SlJiluppo della matematka, epoca nella quoie questa scienza, pur non
cessando di progredire COli 10 costruzione di nuovi capitol; e con /'esten­
sione delle proprie ricerche, ha impostalo anche fa risoluzione del pro­
blema dell'analisi criticD de; propr; contenut; e de; propr; procedimenti.

Questa anaUs; critica pull essere situata in modo malto approssima­
livo nel secolo XIX. e segue il periodo di rapida evoluzione dei metodi
dell'analisi infinitesimale. che hanno avuto la foro origine (come si b
visto) sostanzialmente nell'epoca di Newton e di Leibnitz. Un grande
stimolo a questa revisione critica e stato portato dafle ricerche cancer­
lIenti il celebre V postulato di Euclide (come si trae dall'esame del­
I'opera di G. Saccheri e di N. I. Lobacellskij) e dal conseguente cam­
biamento del significato della matematica.

Appare quindi naturale che. a conclusione di questo lavoro di cri­
tica. i nwtematici ed i filosofi siano g;unti ad analizzare i jondamenti
stessi di tutta la matematica. eioe il concetto di numero intero naturale
e i procedimenti logid che consentono all'aritmetica di jOlldare Ie pro­
prie conclusioni.

/I passe che segue b tratto dalla premessa all'opera Die Grundlagen
der Arithmetik;2 come si vedra. in questa premessa Frege espone la pro­
pria visione a proposito della necessita di giustificore in modo rigoroso
i procedimenti delf'aritmetica. raggiungendo cosio a proposito di questo

I Nato nel 1848, fu professore all'Univenitl di lena e morl ne1 1925. Dllre al
Grund/oien der Arithmelik (1884). dei quali riportererno alcune pagine. ricordiamo
i Grundgesetze der A,Wrmetik (1893 e 1903).
2 I Jondamenti dell'Aritmelica. 1I passo ~ ripreso da A,itmelica e /oiica di G.
Frege, Torino. Einaudi. 1948, traduzione di Ludovico Geymonat. Le note sono
di G. Frege, escluse queUe relative a Grassmann e Hankel.

209



Momenti della ma,emaliea modema

ramo della matemalica, un rigore ana/ago a quello che vigeva nella geD­
metria /ina dai tempi di Euc/ide.

§ 1. Nella matematica dei tempi recent; ericonoscibite una netta
tendenza verso it rigore delle dimostrazioni e l'esatta determ;nazione
dei concetti.

Dopo che la matematica si a1l0ntano per lunge tempo dal rigore
euclideo, ora e tornata ad esse e tende anzi a superarlo. ell'aritme­
tica, gia in conseguenza dell'origine indiana di molti (ra i suoi me·
todi e concetti, era tradizionale un modo di procedere meno precise
che non quello in uso nella geometria, elaborata in (orma cosf per·
(etla dai Greci. Esso si accentuo ancora maggiormente dopo la sco­
perta dell'analisi superiore; da un lata in(atti parvero elevarsi delle
difficoIta gravi, quasi insormontabili, contro ogni tentativo di espor­
re I'analisi in (orma rigorosa, dall'altro parve che iI superamento di
esse non dovesse dar luogo a risultati capaci di ricompensare gli
sforzi compiuti. Tuttavia gli sviluppi ulteriori mostrarono in modo
sempre pili chiaro, che in matematica non ~ sufficiente una pUta e
semplice persuasione morale, fondata sui gran numetO di applica­
zioni riuscite. Oggi si richiede pertanto una dimostrazione per moIte
proprieta che prima furono ritenute evidenti; aozi, solo questo fu
il modo di scoprire, in moIti casi, i limiti della lora valid ita. I con­
cetti di funzione, di continuita, di limite, di infinito rivelatono la
necessita di una pili precisa determinazione; iI numero negativo e
I'inazionale, gia da lunga tempo entrati a far parte della matema­
tica, dovetteto sottoporsi ad un piti precise esame della 10TO giu­
stificazione.

COS! si incontrs ovunque la tendenza a dare dimostrazioni rigo­
rose, a tracciare can esattezza i limiti di validita dei diversi teoremi,
e. per poter raggiungere questa scopo, a determinare can precisione
i concetti.

§ 2. L'esame deve estendersi, {inalmente, anche al concetto di
tlumero tlaturale. Scopo delle dimostraziotl;.

Sviluppandosi ulteriormente, questa via deve condurci in fine al
concetto di numetO naturale, e aile piti semplici proposizioni sugli
interi positivi, proposizioni che costituiscono iI fondamento di tulta
l'aritmetica. [ certo che fotmule numeriche come 5 + 7 = 12. e
leggi come quella associativa per "addizione, trovano cosf innume·
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revoJi conferrne in infinite giomaliere applicazioni, che puC> quasi
sembrare ridicolo elevare qualche dubbio su di esse coll'esigeme
una dimostrazione. Ma e nell'essenz3 stessa della matematica che,
ovunque e possibile una dimostrazione. la si ritenga preferibile ad
una semplice veri6ca induttiva. Euclide dimostra roohe coset che
chiunque ammetterebbe come immediate. Nei tempi recenli, per non
essersi piu accantentali nemmeno del rigore euclideo, si Cu condotti
aile Camose ricerche connesse al postulato delle parallele.

Cosi e accaduto che Ia tendenza verso un rigore sempre piu
perfetto oltrepasso varic volte Ie esigenze primieramente sentite, e
Ie nuove richieste andarono crescendo di continuo in forza cd
cstensione.

In realtlt it processo dimoSlrativo non ha esclusivamente 10 sco­
po di elevaTe al di sopra di qualsiasi dubbio la verita dei singoli
teoremi, ma anche di farci comprendere la dipendenza di queste
verita Ie une dalle allre. Una volta convinti dell'immobilila di una
roccia per aver tentato invano di spostarla, ci si pub chiedere, inol·
tre, che cosa la sostenga con tanta saldezza. Quanto pili si prose·
guano queste ricerche. tanlo pili piccolo risulta i1 numero delle ve­
rila·base a cui viene ricondotto I'intero edificio; e questa sempli­
ficazione e, gia per se stessa, uno scope assai degno delle noslre
ricerche. Forse, portando a consapevolezza cib che gli uomini hanno
istintivamente compiuto nei casi pili semplici e panendo in rHievo
cib che possiede una validitA generale, si rinvigorisce anche la spe·
ram:a di paler raggiungere un giomo dei metodi generali, per Ia
formazione dei canceui e la lora fondazione, che risultino pure
applicabili in casi piu complessi.

Frege prosegue esponendo Ie ragioni filosofiche della sua ricerca, ed
anaUzzando it sjgtlificato defle verjta analitiche 0 sjntetiche, a priori
ed a posteriori. Egli conclude la prejazione enunciando fo scopo del·
I'opera.

§ 4. Compito della presente opera.

Partendo da quesli problemi, ci troviamo costreUi a porre la
stessa richiesta, che, per vie affatto diverse, si e pure venuta affer­
mando nel campo della matematica: la richiesla, cioe, di dimostrare
col massimo rigore - POSIO che cib sia possibile - Ie propasizioni
fondamentali dell'aritmelica. Ed invero: soltanto se si e riusciti ad
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evitare qualsiasi lacuna nella catena dei ragionamenti, e possibile
dire con esattezza su quali verita·base si fondano Ie dimostrazioni
deU'aritmetica; e soltanto se si conoscono queste verita, e possibiJe
trovare una risposta ai suddetti problemi.

Orbene: quando si cerea di assecondare la richiesta ora accen·
nata, si perviene ben presto a proposizioni, che risultano dimostra·
hili unicamente se si riesce a scindere i concetti - dei quali esse si
servono - in aItri concetti pi6 semplici, 0 se si riesce a ricondurli a
qualcosa di pi6 generale. Su questa via si incontra, prima di tutti gli
altri, it concetto di nurnero naturale, che dovra quindi, 0 venir defi­
nito, 0 venir riconosciuto come indefinibiJe.

L'esame del concetto di numero naturale costituira. per !'appun­
to, il oompito del presente libro.3 Dal modo di risolverlo, dipendera
it verdetto suUa natura delle leggi aritmetiche.

Prima pero di iniziare direttamente Ia discussione di questi pro­
blemi, vogUo far precedere qualche notizia, capace di ofIrirci oppor·
tune indicazioni per it nostro assunto. Ed infatti: se da altri punti
di vista si ricavano degli argomenti, per ritenere che Ie proposizioni
fondamentali del1'aritmetica siano analitiche, questi potranno pure
venir utilizzati in favore della loro dimostrabilita e quindi deUa pos­
sibilita di definire it concetto di numero naturale. Effetto contraria
avranno invece gli argomenti, che militano per I'aposteriorita delle
anzidette proposizioni. Ritengo percio opportuno, prima di esami·
nare il concetto di numero, sottoporre ad un esame provvisoria que·
sti problemi collaterali.

II passo che segue, Iratto dalla stessa opera, pub servire per dare
un'idea della tecnica seguita da Frege e della aculezza delI'analisi da
lui svolla.

§ 6. La dimosfrazione, data da Leibniz, dell'eguaglianza
2 + 2 = 4 presenta una lacuna. La de{inizione, dovuta a Grass·
mann" della somma a + b ~ erronea.

3 D'ora in poi nel presente sludio non 5i parlerll dunque - salvo esplicito avverti­
mento conlrario - di aleun ohm numero, fuorch~ degli interi positivi, ci~ di quei
numeri che rispondono alia domanda: «quanti?. (N.d.A.)
4 Hennann Guenther Grassmann (1809-1877), matemalico tedesco nato a Stettino
(Polonia).
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AIm filosofi e matematici hanna invece sostenuto che e possi­
bile dimostrare Ie formule numeriche. Per es. Leibniz S scrive:

« Che due piu due dia quattro. non costituisce una ventA imIne­
diata, supposto che 4 denati 3 piu 1. Lo si pub invece dimostrare;
e precisamente col seguente ragionamento:

Definizioni: 1) 2 e 1 pill 1

2) 3 e 2 phi

3) 4 e 3 pill

Assioma: una eguagJianza continua a sussistere sostituendovi
un termine con un altro eguale.

DimoSlrQzione:

2+2=2+1+1=3+1=4
tid. I Del. 2 Dd.3

Dunque. in base all'assioma si conclude:

2 + 2 = 4 ».

A prima vista questa dimostrazione sembra foodata esclusiva­
mente su definizioni, oltrecM nell'assioma ivi riferito. Quest'ultimo
potrebbe poi venir trasformato esso pure in una definizione, come
feee 10 stesso Leibniz in un nItro scritlo.6 Pare dunque che, per con­
c1udere aU'eguaglianza in esame, non si abbia bisogno di sapere
aItro, intorno ai numeri 1, 2, 3, 4, fuorche quanto ~ detto neUe
precedenti definizioni. Pero, ad un esame pili accurato, si scopre nel
ragionamento di Leibniz una lacuna, che ci era finora sfuggita per
aver tralasciato Ie parentesi. A rigore si sarebbe dovuto scrivere:

2+2=2+(1+1)

(2 + 1) + 1 = 3 + 1 = 4

ove ~ palese che manca la proposizione

2 + (I + I) = (2 + I) + 1

che costituisce un caso particolare della formula

a + (b + c) = (a + b) + c

, Nouveaux Essais, IV, § 10; Erdmann, p. 363. (N.d.A.)
, Non inelegans specimen demonstrandi in abSlractis, Erdm., p. 94. (N.d.A.)
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Una volta presupposta questa legge, si vede facilmente che ogni
fonnula riguardante I'aggiunta di una unita risulta dimostrabile; e
in tal caso ogni numero pu~ venir definito a partire dai precedenti.
Oi falto io non vedo altro metodo capace di farei comprendere,
meglio di quello ora esposto di Leibniz, che cosa sia il numero
437.986. Esso ce 10 fa ottenere, anche senza la necessita di aveme
una precisa rappresentazione. La serie infinita dei numeri viene COS!

ricondotta all'unita e all'addizione di unita, e ognuna delle infinite
formule numeriche risulta in tal modo dimostrabile a partire da al­
cune proposizioni generali.

Questo ~ anche il parere di H. Grassmann e di H. Hankef.1 II
primo di essi cerea di farei raggiungere, per mezzo di una defini­
zione, la legge

a + (b + I) = (a + b) + 1

e scrive a tale scopa:'
tc Se a e b sono tennini qualunque della serie numerica fonda­

mentale, intenderemo per somma a + b, quel tennme di essa per
cui evera la fonnula

a + (b + e) = (a + b) + e,.,

dove e denota I'unita positiva.
Contro un la1 modo di procedere si possono perC> elevate due

obiezioni. In primo luogo, che esso pretende spiegare la somma per
mezzo di se medesima. Se ancora non ~ nato che significhi a + b,
tanto meno si sapra che significato passegga a + (b + e). Questa
obiezione, pero, potrebbe forse venir eliminata osservando che 10
scopa di Grassmann non ~ propriamente di definire la somma, come
ei dice it testa letterale del suo scritto, quanta piultosto I'operazione
del sommare. In secondo Juogo si pub muovere I'obiezione che it
segno a + b risulterebbe vuoto, qualora non esistesse alcun tennine
della serie naturale can Ia propriet8. assegnata. Grassmann suppone
che tale tennine esista: non dimostra pero la sua ipotesi, e quindi
I'intero ragionamenlo perde I'apparente rigore.

7 Hermann Hankel (1839-1873). matematico tedesco.
• Lehrbuch der Mathematik jur hohere Lehranstallell, Parte prima: arilmetica,
Steuino, 1860, p. 4. (N.d.A.)
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CHRISTIAN FELIX KLEIN

Jl nome di Christian Felix Klein l oceupa un posto di rifievo nella
storia deffa motematiea, oltre che per Ie opere riguardanti vari rami
di questa scienta, anche per quella analisi metodologica che egli espose
nella II" dissertazione inaugurale» pronunciata nel 1872 all'inizio dei
suoi corsi presso I'Universita di Erlangen, dissertazione che oggi viene
abitualmente richiamata come «programma di Erlangen ».

Per capire quale sia I'importanza e la pr%ndita delt'analisi meto­
dologica di Klein occorre ricordare che quando egfi pronuncia 10 sua
dissertatione la geometria aveva assunto un nuovo assetto, dovuto alla
esistenta di varie «geometrie »; in particolare 10 geometria proiettiva
si era presentata alta ribalta deffa scienza come una dottrina pili gene­
rale della geornetria euclidea, intesa nel senso classico, ed erano anche
apparse diverse ricerche, Ie quali svifuppavano II" geometric» che appa·
rivano come abbastanza I( strane » e che si presentavano allehe in certo
modo come episodiche e staccate tra loro.

Jl merito di Klein /u di presentare un'idea unifieatriee, fa quale per­
metteva di dare una classi/ieazione, e quindi una visione unitaria di tutti
questi capitoli della geometria, che si erano originariamente presentati
come abbastanta diversi e indipendenti tra loro.

1..0 strumenfo di cui si serve Klein per tale unificazione eun concetto
che appartiene alt'algebra (e che ju studiato in seguito ad un livello
molto pili as/ratto rispetto a quello che e stato presentato da Klein):
il concello di «gruppo» che Klein presenta sollo 10 sua realizzazione
concreta di f( gruppo di tras/ormationi ».

Per capire eia che intende Kleill si pua osservare ehe nella studio
di determinate figure geometriche il rnatema/ico prescinde, in modo del
tutto naturale. da certe realizzazioni concrete Ie quali particolarizzano
la figura stessa; per esempio quando si studio if f( quadrato» si eonsi­
dera come del tutto oLIvia che Ie proprieta che inferessano it materna­
tico sonG quelle che nOli si rijeriscono ad un particolare quadrato, rea­
lizzato per esempio con gesso bianco su una lavagna nera, rna queUe
cornuni a tutti i quadrati che possono essere rappresentati da quel qua­
drato, e doe, a seconda dei casi, ai quadrati che hanno lato di rnisura
eguale a quello del particolare quadrato (indipendentemente daUa loro
posizione nello spazio, posizione nella quale si pua sempre pensare di

I Nato a DUsseldorf nel 1849, nel 1812 divenne professore di maternatiea all'Uni­
versitll di Erlangen dove rirnase fino al 1875, poi insegnb a Monaco e fu professore
aile Universitll di Lipsia (1880-1886) e di COllinga (1886-1913). Dal 1872 fu tra
i responsabili degli Annali malemalici di Coltinga e fiel 1895 fondb la grande
Encyklopal!die maternatiea. Morl a GOllinga fiel 1925.
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averli medianle trasporto rigido) 0 addirittura a tutti i quadrati, pre·
sdndendo dalla misura del 1010, indipendentemente daUa loro posizione
nello spazio; qui oftre alia operazione di trasporto rigido PUQ quindi
esserd una operazione di cambiamento di funghezza del lato.

CasE, per esempio, il fatto che fe diagonali def quadrato siano uguafi
Ira lora e perpendicofari Ira lora risulta vero per ogni quadrato, doe
per quello che stiamo considerando e per ogni quadrato che si possa
ottenere do queUo can una operazione di Irasporto rigido oppure con
un cambiamento di lunghezza dei loti, che mantenga quella che viene
di solita chiamata la «forma. della figura.

Volendo presentare la stessa idea can alue parole, si potrebbe dire
che per il maternatieo e indiOerente cot/Siderare il quadrato in wla posi­
zione oppure in un'allra, ~ per certe proprietiJ, con una dimensione
oppure con un'altra; in quest'ultimo coso, tutti i vari quadrati, rispetto
aUe proprietiJ che interessono il maternalieo, sono «equivalenti •.

Orbene questo cOllcetto abbastanza vago di «indiDerenza. oppure
di «equivalenza» fu predsato do Klein con if ricorso ad una struttura
algebrica precisa, che e la strultura di «gruppo »: egli cOnsidera come
«equivaJenti II, rispetto a certe proprieta, due figure fe quaJi risultino
tras/ormate l'una nell'aftra mediante Ie trasformazioni che appartengono
ad un determinato gruppo.

Ne consegue che Ie proprietll delle figure che interessono al mate­
malieo sono quelle che risultano essere invarianti rispetto ad un deter·
minato gruppo di trasformazioni.

Pensiamo, per esempio, ad un piano riferito ad un sistema di coor·
dinate cartesiane ortogona!i; eonsideriamo due punti P e Q (distinti)
quali si vogliano del piano; dascuno di essi e determillato da due
coordinate.

Se pensiamo di cambiare il sistema di assi cartesiani, ovviamente Ie
coordinate dei punti cambiallo.

Tut/avia e possibile costruire mediante Ie coordinate dei due punti
almeno una /unzione che non cambia quando si passi dol primo al se­
condo sistema di riferimento: questa /unzione esprime sostanziafmente
10 distanza tra i due punti e eosti'uisce per il fatlo della sua invarianza,
la prima proprieta veramente fondamentale e .. geometrica. della eop­
pia di pun/i.

Va osservato che secondo Ie idee di Klein e anche possibile dare
una cJassificazione delle varie .. geometrie II, doe delle varie dottrine geo­
metriche, facendo riferimento ad un determinato gruppo di trasforma­
zioni, il quale qualifica l'insieme delle proprieta invarianti che riguar­
dana (0 interessano) una determinata «geometria II. 5i at/iene COS! un
criteria per to cJassi{tcazione dei vari rami deffa geometria e per uni{t­
care questi rami nel lora insieme.
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Per esempio, La geometria euclidea (0 geometria elementare, come
sf suole anche dire) risulta caratterizzala dol latto che Ie proprieta che
essa studio sono invariant; ,ispettivamenle per il gruppo de; movimenti
rigid; 0 per iJ gruppo delle similitudini; 10 geometria proietti110, che
altora costituiva un ramo del tutta nuovo della scienzQ. risuIta caralte·
rizzata dol latto che Ie proprieta do essa considerate sona invarianti per
!(as/armazian; molto piu genera/i delle 'ras/armarian; che carotter;zzano
10 goornetria elementare, e che sf chiamano omografie;2 tali sana per
esempio Ie trasJormazioni che sf potrebbero ottenere concretamente ass~

ciando ad una figura piana 10 sua Jotografia (privQ di aberrazioni) 0 La
sua ff ombra:. ottenuta mediante una sorgente luminosa puntiforme e
proiettata su un piano che non sia parallelo al piano della figura origi­
naria, 0 anche facendo fotografie di fOlografie in modo qualsiasi.

Va anche nolato che, nel quadro di quella che viene chiamata la
« $ubordinazione" delle geometrie, fa geomelria euclidea risulta essere
UIJ coso particolare della geometria proiettiva, percM il gruppo delle
omografie contiene il gruppo delle similitudini, che cOntiene a sua volta
quello dei movimenti rigidi.

n passo che segue (limitato aile prime pagine di piu agevole com­
prensione) ~ Iratto dalla citata dissertazione dal titolo Considerazioni
comparative intorno a ricerche geometriche receoti (Vergleichende Be-­
trachtungen tiber oeuere geometrische Forschungen), nella Iraduzione
datane da G. Fano (a sua volta geometra di notevole valore) sugli
&' Annali di matematica pura e applicala., serie II, t. XVII (1890),
pagg. 307 e seguenti. Le note sono di F. Klein. In partico/are la nota 5
~ stata da lui aggiunta nella traduzione italiana. / due matematici citati
nel testo sono i/ norvegese (Marius) Sophus Lie (1842-1899) c it fran­
cese Camille Jordan (1838-1922).

CODsiderazioni comparative intomo a ricerche geometriche recenti

di FELICE KLEIN (8 Gottingen)

Programma pubblicato in occasione dell'accoglimento
nella Facolta filosofica e nel Senato dell'Universita di Eriangen, 1872

Tnodollo cia GINO FANO

Fra i risultati ottenuti negli uItimi cinquant'anni nel eampo del­
la geametria oecupa it primo posta 10 sviluppo della Geometria
Proiettiva. Benche da principia Je eosi dette relazioni metriche, non

2 Le omografie sono Ie phi generali tradonnazioni che portano rette in rette
(e piani in piani).
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conservandosi invariate neUe proiezioni, sembrassero inaccessibiJi
a questa disciplina, tuttavia recentemente si ~ riusciti ad abbrac­
ciarle anch'esse sotto it punto di vista proiettivo, di modo che ora
i metodi proiettivi comprendono tutta quanta la geometria. Solo
che Ie proprietll. metriche vi compaiono non pili come proprieta
degli oggetti in se, rna come relazioni fra essi ed una forma fonda­
mentaIe, it cerchio immaginario all'infinito (delle sfere).

Confrontando Ie nozioni della geometria ordinaria (elementare)
con questo metoda, introdottosi gradualmente, di considerare Ie
forme della spazio, sorge la questione, se esista un principio gene­
rale, secondo cui ambo i metodi potrebbero organizzarsi. Tale que­
stione appare tanto pili importante. in quanta che accanto alia gee­
metria elementare ed alia proiettiva si presenta una serie di altri
metodi ai quali, con tutto che meno sviluppati, convien concedere
pari diritto di esistenza autonoma. Tali sarebhero la geometria dei
raggi reciproci, quella delle trasformazioni razionaJi, ecc. Ie quaJi
saranno in seguito menzionate ancora ed esposte.

CoU'assumerci di stahilire in seguito un si fatto principio noi
non veniamo certo a sviluppare alcuna idea essenzialmente nuova,
rna solo delineiamo can chiarezza e precisione cio che fu gill. pen­
sato da taluno con piu 0 meno esattezza. Ma il pubblicare siffatte
considerazioni comprensive appariva tanto piu giusti6cato, in quan­
ta che la geometria, che pur ~ unica nella sua sostanza, nel rapido
sviluppo cui ando soggetta negli ultimi tempi si ~ troppo suddivisa
in discipline quasi separate, che vanno progredendo alquanto indi­
pendentemente Ie une dalle altre. Aggiungasi a cio l'intenzione par­
ticolare di esporre metodi e punti di vista che vennero svolti in
lavori recenti di Lie e miei. I nostri lavori, per quanta fosser diversi
gli oggetti a cui si riferivano, pure d'accordo sono entrati in questa
modo generale di considerazione, sicche era una specie di necessita
di discutere finalmente anche questa, caratterizzando dal suo punta
di vista contenuto e tendenza di quei lavori.

Bencbe finora siasi parlato di sale ricerche geometriche, pure vi
si devono intender comprese queUe relative a varieta comunque
estese, Ie quali si sono svolte dalla geometria coU'astrarre dalla rap­
presentazione nello spazio, rappresentazione non essenziale per Ie
considerazioni puramente matematiche. Nella studio delle varieta
vi sana appunto dei tipi difIerenti come in geometria, e si tratta,
come in geometria, di mettere in rilievo cio che v'ha di comune e

218



Christie Felix Klein

di diverso in ricerche intraprese indipendentemente Ie une dalle
altre. In via astratta, basterebbe in seguito parlare semplicemente di
varieta pili volte estesc; rna, collegandola aUe rappresentazioni geo­
metriche piu familiari, I'esplicazione si fa pili semplice e piu facil­
mente intelJigibile. Partendo daUa considerazione dei carpi geome·
trid, e sviluppando sopra di essi, come esempio, Ie idee generali.
battiamo la stessa via che ha percorsa la scienza nel suo sviJuppo,
e che di solita nell'esposizione torna maggior conto di mettere a
base.

Non e possibile far qui un'esposizione preliminare della materia
di cui ci occuperemo in seguito, poicM essa mal si adatta ad una
forma piu ristretta; J i titoH dei paragrafi mostreranno il progresso
generale del pensiero, Ho aggiunto alia fine una serie di note, nelle
quali ho maggionnente sviluppati alcuni punti particolari, quando
do mi sembrava utile aU'esplicazione generate del testo, ovvero sono
stato costretto a separare da quelli affini it principio astrattamente
matematico conJonne aile considerazioni del testa medesimo,

§ 1, Gruppo di trasformazioni della spozio, Gruppo principale.
Si pone un problema genera/e.

II concetto piu essenziale fra quelli necessari per quanto espor­
remo in seguito e queUo di gruppo di trasformazioni dello spazio.

Componendo assieme quante si vogliano trasformazioni della
spazio,4 si ha sempre di nuovo una trasfonnazione. Ora, se una data
serie di trasfonnazioni gOOe della proprieta che ogni trasformazione
risultante da composizioni di queste appartenga alia serie mede·
sima, chiameremo quest'ultima un gruppo di trasformazioni.H

3 Questa concisione di forma ~ un difetto dell'espesi:done che faremo in seguito;
difello che, lemo, rcnderlt pill difficile I'intelligenza. Ma a db si sarebbe petulO
ovviare solo con una Iratlaz.ione molto pili eslesa, nella quale Ie singole tcorie,
qui appena accennate, fossero ampiamente svolte.
4 Noi supponiamo sempre soggelto simultaneamenle aile trasformazioni tUllO iI
complesso delle figure dello spuio, e parliamo pen::ib semplicemtnle di Irasforma·
zioni della spazio, Le trasformnioni possono introdum in IUDgo dei punti altri
dementi, come (anno per esempio queUe reciproche; rna su cib nd testa non si
fa distinzione.
5 (Quesla definizione vuole ancor essen: complelata. Vale a dire, nei gruppi del
leslO si suppone tadtamente che essi, aecanlo ad ogni operazione che abbiano a
contenerc, ne contengano altresf sempre I'inversa; ora questa, nel caso che Ie
oper8l:ioni siano in numero infinito, non e punto una eonseguenza del concetto
di gruppo come lale; la nOSlra supposizione doveva quindi aggiungersi espressa·
mente alia definizione di questo conteno data nel testo.]
6 La nozione e la denominaz.ione si sono prese dalla teo,iD delle SOJlituzioni, nella
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Un esempio di gruppo di trasformazioni ci ~ dato dal oomplesso
dei movimenti (considerando ogni movimento come un'operazione

. eseguita su tutto 10 spazio). Un gruppo contenuto in questo ~ per es.
quello delle rotazioni attomo ad un punto.' At oootrario, un gruppo
che oomprende queUo dei movimenti e oostituito dall'insieme delle
collineazioni. Invece it complesso delle trasformazioni reciproche
non forma alcun gruppo, - perch~ due reciprocitA assieme dan luogo
ad una collineazione -; si ha perb un gruppo considerando il com·
plesso di tutte Ie trasfonnazioni reciproche e collineari.·

Ora vi sono nella spazio delle trasformazioni che non alterano
affatto Ie proprietA geometriche dei carpi. Infatti. per la natura del
concetto di proprieta geometriche, queste sono indipendenti dalla
posizione che la figura da studiare occupa nello spazio, dalla sua
grandezza assoluta, e finalmente anche dal senso t in cui sono di·
sposte Ie sue parti. Le propriet8 di una tale figura rimangono dun·
que inalterate in tutti i movimenti della spazio, nelle sue trasforma·
zioni per similitudine, nel processo di riflessione (specchiamento),
come pure in tutte Ie trasfonnazioni che risultano da composizioni
di queste. II complesso di tali trasformazioni 10 chiameremo gruppo
principale - di trasfonnazioni dello spazio: Ie proprieta geometriche
non si allerano neUe traslormazioni del gruppo principale. E inver·
samente possiamo anche dire: Ie proprieta geometriche sono carat­
terizzate daUa [oro invariabi[jta rispetto aUe tras/ormazioni del grllp­
po principa[e. Invero. se si considera per un istante 10 spazio come
immobile, ecc.• come una varieta rigida, allora ogni figura avra un
interesse individuate; or bene, fra Ie proprietA ch'essa avra come
individuo, soltanto queUe propriamente geometriche si conserveran·
no nelle trasformazioni del gruppo principale. Questa nozione, for·

quale pero in luogo delle trasformazioni di un campo continuo compaiono gli
scamhi di un numero finito di grandezze discrete.
, Camille Jordan ha determinato in generale tuui i gruppi contenuti in queUo dei
movimenti: Sur In groupe! de mouvemenls, Annali di Maternatica, t. II.
I Non ~ punto neccuario, come pero Ii verificheri sempre per i gruppi di cui
Jarema mcnzione nel teste, che Ie trasfonnnioni di un gruppo formine una succes­
sione conlinua. Costituisce un gruppo per esempio _nche la serie finita di movi·
menli che possono far sovnpporn: un corpo regolare a se stesso, ovvero I_ serie
infinita rna discreta di quelli che sovrappongono una sinussoide a se rnedesima.
9 Per «senso,. intendo qui la proprietll dell'ordinarnenlo, su cui si fonda la
diflerenza dalla 6gura simmetrica (immagine riflessa). Quindi ad escrnpio si distin·
guono riguardo 81 sensa un'elica destrorsa ed una sinistrorsa.
III Che queste trasformnioni formino un gruppo ~ necessario in causa della IOTO
stessa definizione.
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mular8 qui in modo un po' indeterminato, apparira piu chiara nel
corso ulteriore delle considerazioni.

Facciamo ora aSlrazione dall'immagine sensibile. matematica·
mente non essenziate, e consideriamo 10 spazia semplicemente come
una varieta piti volte estess. quindi a tre dimensioni se ci atteniamo
aUa solita rappresentazione del punto come elemento della spazio.
Per analogia colle tras£ormazioni della spazia parliamo di trasfor­
mazioni della variets; 8Dch'esse formana dei gruppi. Solo che non
c'e pill come nello spazia un gruppo distinto dagH altri pel suo signi­
ficate; ogni gruppo e equivalente ad ogni altro. Come generalizza­
zione della geometria sorge COSt il seguente problema comprensivo:

E data una varietd e in questa un 8ruPPO di trasjormazioni; stu­
diore Ie forme appartenenti alia variettl per quanto concerne quelle
proprieta che non si olterono nelle trasformozioni del 8ruPPO dato.

Secondo }'espressione modema, ]0 quale per~ non si suol rife­
rire che ad un determinato gruppo, quello di totte Ie trasfarmaziani
Iineari, possiama anche dire COS!:

Po data una varietil e in questa un gruppo di trosformazioni. Si
sviJuppi la teorio invariantiva reloliva al gruppo medesimo.

Questa ~ il problema generale che comprende in 56 nan solo
la geometria ordinaria, rna anche e in particolare i nuovi metodi
geometrici che qui dobbiamo nominare, e Ie diverse maniere di trat·
tazione delle varieta comunque estese. Ci~ che conviene piu special­
mente notare si ~ l'arbitrarieta che sussiste in quanto alia scelta del
gruppo di trasfonnazioni da fissare; e I'egoal diritto, che ne segue
e che in questo sensa va inteso, di totte Ie specie di considerazioni
che si raccolgono satto quel punto di vista generaJe.

§ 2. I gruppi di traslormazioni di cui funo abbraccia I'oltro ven­
gono subordinati Ira loro. Diversi tip; di ricerche geometriche e loro
reciproca relazione.

Poicbe Ie propriets geometriche dei carpi rimangono ina1terate
in tutte le trasfonnazioni del gruppo principale, cosi, considerato da
56 soto, ~ assurdo it ricercare queUe loro proprieta per cui cib si
verifica soltanto rispetto ad una parte delle trasformazioni stesse.
Ma iI porre una tale questione diventa giustificato, quantunque solo
forma/mente, se noi studiamo Ie forme della spazio in relazione ad
elementi immaginati fissi. Coosideriamo ad es., come nella trigona­
metria sferica, gli eoti geometrici con speciale riguardo ad un punto
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fisso. Allora la questione e anzitutto questa: Sviluppare Ie proprieta
invariantive, rispetto al gruppo principale fissato, non piu dei corpi
a s~, rna del sistema formato da essi e dal punto dato. Ma una tale
questione possiamo metterla aoche sotto quest'altra forma: Si stu­
dina Ie forme dello spazio in se per quanto concerne Ie proprieta
che non si alterano in queUe trasformazioni del gruppo principale
che conservano fisso il punto proposto. In aJtri termini: E. indiffe­
rente di studiare Ie forme dello spazio in relazione al gruppo prin­
cipale, e aggiunger loro it punto dato, ovvero, senza aggiunger loro
nulla di data, di sostituire al gruppo principale quell'altro in esso
contenuto, Ie cui trasformazioni lasciano inalterato i1 punta me·
desimo.

E. questo un principio del quale spesso si fa uso in seguito, e che
percio enunceremo qui subito in generale, per es. nel modo seguente:

Sia data una varieta e, per la sua trattazione, un gruppo di
trasformazioni ad esss relativo. Si ponga i1 problema di studiare Ie
forme conlenute nella variela in re1azione ad una data forma. Allora
noi possiamo 0 aggiungere 01 sistema delle forme quest'ultima data,
e allora si richiederanno Ie proprieta del sistema cosi esteso in rela­
zione al gruppo proposto; - ovvero non estendere it sistema, rna
limitare Ie trasformazioni che si mettono a base della trattazione a
queUe contenute nel gruppo medesimo che lasciano inalterata la
proposta forma (e che necessoriarnente costituiscono ancora un
gruppo) .

Contrariamente alia questione sollevata aJ principia del para­
grafa, occupiarnoci adesso dell'inversa, che si puo comprendere fin
d'ora. Cerchiamo quali siano Ie proprieta dei corpi che si conservano
in un gruppo di trasformazioni comprendente queUo prineipale
come parte. Ogni proprieta che troviamo in una tale ricerea e una
proprieta geometriea del corpo a re, rna la reciproca non sussiste.
In questa entra invece in vigore il principia test~ ripertalo, nel quale
ora it gruppo principale e it menD esleso. Si ha quindi:

Sostituendo 01 gruppo principale un altro gruppo pia ampio, Ie
proprietiJ geometriche si conservano solo in parte. Le rimanenti aTr
paiono come proprietiJ, non pia dei corpi a se, rna del sistema che
risulta aggiungendo a questi una forma speciale. Questa forma spe­
ciale (per quanta pub essere determinata)ll e definita dalfatto che,

II 5i generl, per csempio, una til fonna applicando la lrasfonnazione del gruppo
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supposta lissa, concede olio spazio, fra Ie trasformazioni del gruppa
propos/o, solo quelle del gruppo principale.

Su questa proposizione riposa cib che hanno di partieolare i
nuovi indirizzi geometrici ehe qui dobbiamo discutere, e il lora rap­
porto al metodo elementare. II loro carattere e appunto queUo di
porre a base delle considerazioni, in luogo del gruppo principale,
un altro gruppo phi esteso di trasfonnazioni dello spazio. La loro
reciproca relazione e determinata da una proposizione analoga, fin­
eM i loro gruppi si comprendono I'un J'altro. Questo vale anche per
i diversi metodi di trattazione di variets pili volte estese che dob·
biamo consideraTe. Cib verra ora mostrato pei singoli metodi. sui
quali i teoremi stabiliti in generate in questo paragrafo e nel prece­
dente troveranno spiegazione in oggetti concreti.

Si potrebbe dire infine eire Ie idee di Klein hanno avuto influenza
(0 almeno ehe si ritrolJano) anehe in altri campi della scienza e ehe
possono aiutare anche a capire e ad inquadrare certi atteggiamenti della
rieerea seientifiea posteriore.

In/atti nel quadro delle idee ehe abbiamo esposto si potrebbe inse­
rire anehe la ricerea di proprietii degli enti che si potrebbero chiamare
« obbiettive. di /ronte aile scelte dei sistemi di ri/erimento e quindi ai
cambiamenti dei sistemi di ri/erimento_

Pensiomo per esempio ad un osserlJatore 0, che deserilJe i /enomeni
della fisico mediante un determillato sistema di ri/erimento spazia-tem­
pora/e, e pensiamo al/ehe ad un altro osserlJatore 0', if quofe do 10 sua
descrizione dei /enomeni della fisica con it suo ri/erimento spatia­
temporale.

Possiamo capire che Ie coordinate spazia-temporali attribuite da cia­
scuno degli osservatori ad un medesimo /enomeno sonG in generale varia­
bili con i ri/erimenti (e quindi con gli osservatori); fe case che hanno
un vero signifieato fisieo sonG quelle eire risultano espresse in modo
invariante rispetto a tutti i eambiamenti di sistema di ri/erimento eire
esprimolfO if eamb;amento deffe legsi quando s; passi da un osservatore
ad un aItro.

Quesle idee sano /ondamentali per la comprensione di quella impo­
stazione teoriea eire e alia base della teoria della relativila einsteiniana;
si potrebbe dire addiriUura clre queste idee hanno influenzato anehe la
presentazione «goometrizzante. ehe Einstein stesso ha adottato nella
esposizione delle proprie tOOlie.

principale a un elemento originale arbitrario, ehe non resli invariato in aleuna
deJle lrasfonnnioni del gruppo proposto.
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HENRI POINCARE

Henri Poincare,! ehe ,. Hadamard qualifiea come c ... il piu grande
genio ehe fa nostra scieltza ha eonosciuto nell'ultimo mezzo seeolo It,

ha lasciato la sua impronta in moltissimi campi della matematiea pura
ed applieata: nella analisi matematica, nella topologia, nella meccaniea
celeste. Benehe sia difficile elassi/ieare entro schemi molto streW una
intelligcnza come la sua, si potrebbe dire ehe egli ha rappresentato un
esempio abbastanza tipico di quella classe di matematici ehe (come ve·
dremo) , egli qualifiea come c geametri ». Tuttavia e interessante osser­
vare ehe egli ha voluto anehe riflettere e meditare sui problemi logic;
e psicologicj della matematiea: sui problema della origine e dei londa­
menti di questa scienza, e sui problema del procedimento mediante if
quale 10 spirito del matematico arriva alia scoperta ed alla dimostrazione.

Riportiamo qui di seguito aleuni passi tratti daUa eonlerenza ehe
Poincare Ieee al congresso internazionale dei maternatiei di Parigi
del 1900. Tale conlerenza ha come titolo Sui compito della intuizione
e della logica nella matematica (Du role de I'intuition et de la logique
en malhemaliques).2

Sui posto della intuizione e della fogiea nella matematiea

l. - R impossibile studiare Ie opere dei grandi matematici (e
anche quelle dei piccoli) senza notare due tendenze opposte, a piut­
tosto due spiriti del tuUo diversi.

Gli uni sono preoccupati della logica; a leggere i lora lavori, si
direbbe che hanno camminato soltanto passo passo can il metoda
di un Vauban) che spinge i suoi trinceramenti contro una piazza­
forte, senza lasciare nulla a1 caso.

Gli altri si lasciano guidare daUa intuizione, e fanno delle con­
quiste rapide ed improvvise, rna talvolta precarie, come dei caval­
legged d'avanguardia.

I Nato nel 1854 a Nancy, nel 1879 lu chiamato a insegnare matematica all'Uni­
versita di Caen e nel 1881 si trasferl all'Universita di Parigi. Nel 1908 fu
e1ello all'Acad~mie Frant;aise. Morl a Parigi nel 1912. Era primo cugino di
Raymond PoincarE, presidente della Repubblica Francese durante la prima guerra
mondiale.
2 Compte rendu du deuxieme congres international des Malhbrwticiens (Paris,
6-12 aoOt 19(0), Paris, Gauthier-Villars, 1902; ristampa Kraus Reprint Limited,
Nendeln·Liechtenstcin, 1967.
J Sebastien Le Prestre de Vauban (1633·1707), ingegnere militare, architetlo.
economista.
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Non e Is materia lrattata che impone uno appure J'altro metoda.
Anche se i primi vengano spesso chiamati « analisti » e i secondi
vengono chiamati «geometri », ci~ non impedisce che i primi reo
stina analisti soche quando fanno della geometria, ed i secondi reo
stino goometri soche quando si occupano di analisi matematica puta.
E. Is natura stessa della loro intelligenza che Ii reode logici appure
intuitivi, e non si possono spogliare della loro natura quando stu­
diana un argomento nuovo.

Neppure e Is educazione ricevuta che ha sviluppato in lora una
delle due tendenze ed ha soffocato l'altra. Matematici si nasee, non
si diventa; e si direbbe soche che si nasee geometri, oppure anaIisti.

Vorrei citare degli esempi, che certo non maneano...

Trafasciamo qui qualche pagina della conjerenza, perche rana/isi ehe
Poincare fa dell'opera e dei modi di procedere dei matemalici di eui
egli paria riehiederebbe delle conoseenze tecniehe Iroppa speciaiizzate
per essere eompresa in tutto il suo signifieD/o.

Noi possiamo constatare Ie stesse differenze nei nostri allievi;
gli uoi preferiscono risolvere i problemi «con I'analisi », gli altri
invece «con la geometria ».

I primi sono incapaci di « vedere nello spazio _, gli altri si stan­
cherebbero immediatamente dei lunghi calcoli e resterebbero imbro­
gliaH ed arenati.

Entrambi i tipi di intelligenza sono ugualmente necessari per
it progresso deUa scienza; i logici, cosi come gli intuirivi, hanno fatto
delle cose grandi, che nessun altro avrebbe potuto fare. Chi oserebbe
dire che sarebbe meglio che Weierstrass non avesse scritto oppure
che Riemann non fosse esistito? L'anatisi e la sintesi hanno dunque
entrambe it loro posto, ed il lora compito legittimo. Ma sarebbe in·
teressante studiare davvicino nella storia della scienza la parte del·
I'una 0 dell'altra.

II.• S curioso notare che, rileggendo Ie opere degli antichi,
saremmo tentati di dire che essi erano tutti degli intuitivi. E tuttavia
la natura e sempre la stessa e e poco probabile che soltanto questo
secolo abbia incominciato a creare degli spiriti amici della logica.

Se noi potessimo rivivere nella corrente di idee che valeva al
loro tempo, ci aceorgeremmo che molti tra questi vecchi matematici
erano per tendenza logici.

225



Momenti della IJUIlemllic:. modem.

Euclide, per esempio, ha costruito luUa un'ossatura ed una strut­
tura, nelle quali i suoi contemporanei non poterono trovare alcun
difetto. Ed in quest'opera vastissima, nella quale ogni parte ~ dovuta
alia intuizione, noi possiamo aoche oggi, senza troppo sforzo, rico­
noscere I'opera di un logico.

Non sona gli spiriti che sono cambiati: sana Ie idee; gli spiriti
intuitivi sono sempre rimasti gli stessi, rna i loro lettori hanno ri­
chiesto loro un numero maggiore di concessioni. Quale e la ragione
di questa evoluzione?

Non ~ difficile scaprirla. La intuizione non ci pub dare it rigore,
e neppure la certezza; ci si e aecarti di questo ogni giarno di piu.

Citiamo qualche esempia. Noi sappiamo ehe esistono delle fun­
zioni continue che non hanno derivata. Non vi enulla di piu urtante
per la intuizione di questa proposizione, 1a cui validita tllttavia ci e
imposta dana logica. I nostri padri non avrebbero esitato a dire:
« f: evidente che ogni funziane continua ha una derivata, perche
ogni curva ha una tangente ».

Come pub avvenire che la intuizione ci tradisca fino a questa
punta? Si tratta del fatto che. quando cerchiamo di immaginare
una curva, non possiamo immaginarceJa senza spessore; ed analoga­
mente, quando ci immaginiamo una reUa, la vediamo sotta forma
di una striscia rettilinea di una certa larghezza. Noi sappiamo molto
bene che queste curve non hanna spessore; noi ci sforziamo di
immaginarJe sempre phi strette, e di avvicinarci in questo modo al
limite; noi arriviamo, in certo modo, vicini a questa limite, rna nan
10 raggiungiamo maL

E allora e chiaro che noi potremo sempre rappresentarci quesli
due naslri strettissimi. l'uno diritto, I'altro curvilineo. in una posi­

zione tale che essi si sovrappongano leg­
germente senza attraversarsi.

Saremo COSt condotti, a meno di es­
sere messi sull'avviso da una analisi ri­
gorosa, a concludere che una curva ha
sempre una tangente.

Omettiamo qui un secondo esempio.

L'intuizione non ci da la verita; ecco perche la evoJuzione do­
veva avvenire; vewamo ora come essa e avvenuta.
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Si e giunti presto alia convinzione che non si puc introdurre
il rigore nei ragionamenti se non 10 si introduce prima nelle defini­
zioni. Ora per molto tempo gli oggetti di cui si occupava it mate­
matico sono rimasti mal definiti; si credeva di conoscerli, perche ci
si faceva una immagine di essi con il sensa 0 con la immaginazione;
rna era una immagine grossolana, e non una idea precisa sulla quale
si potesse far presa con it ragionamento.

Su questa punto si sono dunque concentrati anzitutto gli sforzi
dei logici. Cia e avvenuto per il Dumero irrazionale. L'idea vaga di
disuguaglianza che noi dobbiamo alla intuizione, si e risolta in un
sistema complicato di disuguaglianze relative ai numeri interi. E con
questa mezzo sona state chiarite in modo definitivo Ie difficolta che
nascevano dalla considerazione del passaggio al limite 0 delle quan­
tita infinitesime.

Qggi I'analisi tratta soltanto dei numeri interi 0 sistemi finiti 0
infiniti di numeri interi, collegati da una rete di relazioni di ugua­
glianza 0 di disuguaglianza. La matematica (come abbiamo detto) si
e aritmetizzata.

IJ J. - Si pone ora un primo problema: questa evoluzione e
finita? Abbiamo finalmente raggiunto iI rigore assoluto? Anche i
nostri padri credevano di averlo raggiunto, ad agni stadia della evo­
luzione del pensiero matematico. E se essi sbagJiavano non eCorse
vere che potremmo sbagliarci anche noi come loro?

Noi crediamo di non far piu ricorso alia intuizione nei nostri
ragionarnenti; rna i filosofi ci diranno che si tratta di una iJIusione.
La sola logica pura ci condurrebbe soltanto a delle tautotogie; non
potrebbe creare nulla di nuovo; non e dalla logics che pub nascere
una scienza.

Questi filosofi hanno ragione in un senso; per fare I'aritmetica,
come per fare la geometria, 0 per fare una scienza qualesivogtia,
occorre qualche cosa di diverso daUa pura logica. E per designare
questa «cosa diversa» abbiamo soltanto la parola «intuizione ».
Ma Quante idee diverse si nascondono dietro a questa parala?

Paragoniarno questi quattro assiomi:
1) Due quantita uguali ad una terza sono uguali tra loro.
2) Se un teorerna e veta per it numere 1, e se si dimostra che

esso e vera per n + 1 ogni volta che e vero per n, il tecrema sara
vero per ogni numero intera.
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3) Se su una retta il punta C sta fra A e B, ed it punto D tra A
e C. allora it punto D stara tra A e B.

4) Per un punto si puc) condurre una sola parallela ad una retta
data.

Tutti e quattro questi assiomi debbono essere attribuiti alia in­
tuizione e tuttavia it primo ~ J'enunciato di una regola della logica
fonnaJe; i1 secondo, un vero e proprio giudizio sintetico « a priori »,
~ iI fondamento della induzione rnatematica rigorosa; iI teno ~ un
appeUo alia immaginazione; il quarto e una definizione nascasta.

L'intuizione non ~ necessariamente foodata suUa testimooianza
dei sensi; i sensi diventerebbero immediatameote impotenti; ooi noo
possiamo - per esempio - rappresentarci il chiliagono,· e tuttavia
ragioniamo con I'intuizione sui poligoni in generaJe, che compren­
dono iI chitiagono come caso particolare.

Voi sapete bene ciC) che Poncelet 5 designava come « principio
di continuita ». Poncelet era una degli spiriti piu intuitivi di questa
secolo; 10 era con passione, quasi con ostentazione; egli considerava
iI principia di continuita come una delle sue concezioni pili ardite
e tuttavia questa principia nan si fandava sulla testimonianza dei
sensi; percM assimilare l'iperbole alia ellisse era piuttasta cantrad·
dire la testimonianza dei sensi che fare appello a lei. In questo prin­
cipia c'era soltanto una generalizzazione affrettata e istintiva, che
nan voglio difendere.

Abbiamo dunque vari tipi di intuizione. Anzitutto it richiamo
ai sensi ed al1a immaginazione; in secondo Juogo Ia generalizzazione
per induzione, ricalcata, per cosi dire, sui procedimenti delle scienze
sperimentali. Infine abbiama J'intuizione del numera puro, quella
da cui e uscito quel secondo assioma che ho enunciato poco fa, e
che puc) generare iI vero ragianamento matematico.

I due printi tipi di intuizione non possono darci Ia certezza;
l'ho dimostrato poca fa can degli esempi; rna chi potra seriamente
dubitare del tenD tipo di intuizione, chi potrebbe dubitare del­
J'aritmetica?

• Chiliagono, secondo la elimologia delle radicl greche con Ie quali la parola
~ slata coniata, sarebbe il poligono regolare (convesso) con mille lati.
S lean Victor Poncelel (1788-1867), francese, fu uno del crealori della geomelria
prolettiva. Con I'enunciazlone del • principia di continuitll. egli ha cert.ato di
dare una vcsle intuitiva a numerosi procedimenti gcomelrici che pos.sono cssere
plenamente giuslificali solo col ricorso aUe propriell del campo dci numeri complcssL
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Ora, neU'analisi di oggi. quando si vuol darsi la pena di essere
rigorosi, non si pu~ far altro che ricorrere a dei siUogismi 0PPure
a quells intuizione del numero puro che e la sola che non pub con·
durci fuaTi strada. Si pub dire che oggi abbiamo raggiunto i1 rigore
85501uto.

IV.. I filosofi Canno snoors un'sltTa obiezione: «Cib che voi
acquisite in rigore (dicono) voi to perdete in obbiettivita. Voi polete
elevarvi ¥erso iI vostro ideale logico soltanto tagliando i legami che
vi legano alia realta. La vostra scienza e impeccabile, rna pub eg·
serlo soltanto chiudendosi in una torre d'avorio e precludendosi
ogni rapporto con it mondo esterno. Ma bisogna bene che essa esca
da questa torre, se vuole tenlare Is minima applicazione ».

Vogtio dimoslrare, per esempio, che un certo oggetto (la cui no­
zione mi sembra indefinibile, tanto ~ intuitiva) ha una certa pro­
prieta. Non ci riesco a tutta prima. oppure debbo accontentanni di
una dimostrazione approssimata; mi decido infine a dare una defini­
zione ineccepibile al mio oggetto, e questo mi permette di stabiJire
la esistenza della proprietA in modo inconfutabile. «E dopa di
cib - dicono i filosofi - resta ancora da dimostrare che l'oggetto
che risponde alia definizione data ~ 10 stesso che J'intuizione vi aveva
presentato; 0, in altro modo, che I'oggetto reale e concreto del quale
voi credete riconoseere immediatamente la conformita con la vostra
idea intuitiva, risponde alia nuova definizione. Solo allora potrete
dire che I'oggetto ha ta proprieta in questione. Voi dunque spostate
soltanto la difficolta ».

Ora questo non ~ vero; noi non abbiamo spostato la difficolta,
rna I'abbiamo divisa. La proposizione di cui si trattava si compo­
neva infatti di due proposizioni diverse, che a tutta prima non era­
no state distinte.

La prima era una verita matematica, e questa e ora rigorosa­
mente stabilita. La seconda era una venta spenmentale; e solo I'espe­
rienza pub dirci se un eerto oggetto reale e concreto risponde oppure
no ad una certa definizione astratta. Questa seconda venta non e
dimostrata matematicamente, rna non pub neppure essere dimo­
strata in questo modo, casf come non possono essere dimostrate
cosi Ie leggi empiriche delle scienze fisiche e naturali. Sarebbe irra­
gionevoJe domandare di piu.

Ebbene, non eforse un grande progresso queUo che ~ sialo fatto,
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distinguendo cie) che era prima confuso a torto? Bisogna forse dire
che questa obiezione dei filosofi e da trascurare completamente?

Non e questo che voglio dire. Diventando rigorosa, la scienza
matematica prende anche un carattere di arti6cialita che salta agli
occhi di chiunque; essa dimentica Ie sue origini storiche; si vede
come si risolvono i problemi, rna non si vede pili come e perche i
problemi sono nati.'

Questo ci fa vedere che la logica non basta; che la scienza della
dimostrazione non e tutta la scienza, che I'intuizione deve conser·
yare il suo compito complemenlare; stavo dicendo come contrappeso
o come contravveleno alia logica.

Su L'enseignement mathematique [ ...J ho gia avuto occasione
di insistere suI posto che la intuizione deve conservare nell'insegna­
mento delle scienze matematiche.

Senza di lei, Ie giovani intelligenze non potrebbero essere ini·
ziate alia comprensione della matematica, non potrebbero imparare
ad amarla e vedrebbero in essa una pura logomachia; e soprattutto
senza di lei non sarebbero mai capaci di fare delle applicazioni del­
Ia matematica.

Ma oggi vorrei soprattutto pariare del compito della intuizione
nella scienza. Se e utile per 10 studente, essa 10 e ancora di pili per
10 scienziato che crea.

V. - Noi cerchiarno la realta; rna che cesa e la reaIta.?
I fisiologi ci insegnano che gli organisrni sono formati da cel·

lule; i chimici aggiungono che queste cellule sono a loro volta for­
mate da atomi. Ma questa significa forse che questi atomi 0 queste
cellule costituiscono tutta la realta oppure la soJa realta.?

II collegamento delle cellule tra loro, da cui proviene I'unita deJ­
I'individuo, non eforse a sua volta una realta, molto pili interessante
di quella degli elementi isotati?

Un naturalista che abbia studiato l'elefante soltanto al micro­
scopio credere forse di conoscere abbastanza questo animate?

Ebbene, in matematica c'e qualche cosa di analogo. II togico

, £ interessante la posizione di Poi[lca~, il quale richiede che la esposizione
della matematiea [Ion debba Iimitarsi al1a esposizione dei problemi e delle loro
soluzioni, rna debba anche eontenere la motivazione di questi problerni e dei
procedirnenti seguiti, motivazione ehe nella maggior parte dei casi e data dalla
situa:zione storica nella quale i problemi sono nali.
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decompone (per cosi dire) ogni dimostrazione in moltissime opera­
zioni elementari; e quando avremo esaminato queste operazioni una
dope I'sltra, cd avremo constatato che ognuna di esse egiusta, cre­
deremo forse di aver capito il vero sensa della dimostrazione? Gp­
pure 10 avremo capito dopa che. con uno sforza di memoria, saremo
capaci di ripetere questa dimostrazione riproducendo Ie operazioni
elementari nella slesso ordine nel quale Ie aveva compiute ('in­
ventore?

Evidentemente no, Doi non saremo in possesso di tutta Is reaIta;
quel certo non so che. che dli units alia dimostrazione, ci sfuggira
completamente.

In questi edifici complicati, costruiti dai maestri della scienza
matematica. non basta constatare la solidita di ogni parte, ed am­
mirare Parte del costruttore; bisogna comprendere it piano dell'ar­
chitetto.

Ora per eomprendere un progetto bisogna anzitutto avere pre·
senti allo spirito tutte Ie parti di esso ed il mezzo per abbraeciare
con un solo eolpo d'occhio tutto I'insieme e proprio I'intuizione.

L'analisi pura mette a nostra disposizione una folla di procedi­
menti, e di ognuno ci garantisce Ia infallibilita; ei apre mille sen·
lieri diversi. ehe possiamo percorrere can la massima sicurezza;
siamo certi di non incontrare ostacoli, rna, tra tutti questi sentieri,
qual ~ quello ehe ei condurra alla meta piu rapidarnente? E chi ci
dira quale sentiero dobbiarno scegliere? Dobbiamo avere una faeolta
che ci fa vedere Ia meta da lantana e questa faeolta ~ I'intuizione.

Essa e necessaria per !'esploratore che sceglie la propria strada,
rna 10 ~ pure per colui il quale segue Ie tracce dell'esploratore e
vuole sapere percM egli ha scelta una certa strada.

Se assistete ad una partita di scacchi, Don vi basta conoscere Ie
regole delle mosse dei pezzi per capire la pattita. La conoscenza
delle regole vi basted. per capire se una mossa e stata fatta oppure
no confonnemente aile regale stesse; rna si tratta di ben poco. E tut·
tavia sarebbe cio che fa un lettore di un libra di matematica se fosse
soltanto un logico.

Capire la partita significa ben altro; e sapere perche un gioca­
tore muove un pezzo piuttosto che un altro, che avrebbe pure potuto
muovere senza infrangere Ie regole del gioco.

Ma soltanto la conoscenza della ragione intima fa della serie di
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mosse un tutto organizzato. Ed a maggior ragione questa facolta ~

necessaria per it giocatore, cioe per I'inventore.
Lasciamo andare questo paragone e ritomiamo alia matematica.
Consideriamo per es. cib che ~ avvenuto a proposito deU'idea

di funzione continua. AU'inwo era solo una immagine sensibiJe,
per es. queUa di un disegno continuo tracciato col gesso sulla
lavagna. Poi questa immagine si ~ poco a poco depurata; presto i
matematici se ne sono serviti per costruire un insieme complicato di
diseguaglianze che riproduceva (per cosf dire) tutte Ie !inee della
immagine primitiva; quando questa costruzione fu 6nita, si sono
demolite Ie impalcature, per COSt dire, e si ~ allontanata quella gros­
solana rappresentazione sulla quale ci si era appoggiati e che era
diventata ormai inutile; e rimasta soltanto la costruzione, da sola,
irreprensibile agli occhi del logico.

E tuttavia, se I'immagine primitiva fosse veramente tutta dimen­
ticata, come potremmo noi indovinare per quale capriccio tutte quel·
Ie diseguaglianze si sono concatenate insieme in questo modo?

Voi penserete forse che io abuso dei paragoni; concedetemene
un altro. Voi certamente avete avuto occasione di vedere queUe trine
delicate di aghi silicei che ronnano 10 scheletro di certe spugne.
Quando la materia organica sparisce, resta soltanto un delicato ri­
camo. C'~ soltanto della silice, rna cib che e piti importante e la
forma che questa silice ha preso, e noi non potremmo capirla se non
sapessimo che e la spugna vi vente che ha impresso questa forma.

In un modo analogo, Ie antiche nozioni intuitive dei nostri padri,
anche se noi Ie abbiamo abbandonate, imprimono ancora la loro
forma alle strutture logiche che noi abbiamo messo at loro posto.

Questa veduta d'insieme e necessaria all'inventore: rna essa e
necessaria pure a colui che vuole cornprendere l'inventore; forse che
la logica pub fomircela? No. II nome che i matematici Ie danno ~

d'altronde sufficiente per dimostrarlo. [nfatti in matematica la 10­
gica si chiama c analisi :It ed analisi vuol dire « divisione :It 0 anche
« dissezione :It. Essa non pub avere quindi altri strumenti diversi da!
bisturi e dal microscopio.

Quindi logica ed intuizione hanno ciascuna la propria parte ne­
cessaria; ambedue sono indispensabili. La logica, che sola pub darci
la certezza, e 10 stromento della dimostrazione: l'intuizione e 10
strumento della invenzione.
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VI. . Ma, nel momenta in eui fonnulo questa conclusione, io
sono preso da un eerto serupolo.

All'inizio ho fatto una distinzione, tta due tipi di spirito mate­
matico; gli uni sono dei logiei, gli altri sono degli intuitivi. Ebbene
anehe gli analisti sono stati degU inventori. I nomi di coloro che
ho citato poco fa mi dispensano daWobbligo di insistere.

Abbiamo quindi incontrato una contraddizione, almeno in ap­
parenza, ehe dobbiamo analizzare.

Anzitutto, crediamo forse che i logici hanno sempre seguito il
procedimento dal genetale al particolare, come sembra che siano
obbligati a fare dalle regole della logics?

Certamente cosi facendo essi non avrebbero petuto far avanzare
Ie frontiere della scienza; pereM si fa conquista scientifica soltanto
con la generalizzazione.

In un lavoro, pubblieato sulla « Revue de Metaphysique et de
Morale », ho avuto occasione di studiare la natura del tagionamento
matematico, ed ho dimosttato ehe questa ragionamento, senza ces·
sate di essere assolutamente rigotoso, potrebbe elevarci dal partiee­
lare al generale con it mezzo di un procedimento che io ho ehiamato
della induzione matematica.

Questo e iJ procedimento con il quale gli analisti hanno prove­
cato iI progresso della scienza, se si esaminano bene e minutamente
Ie loro dimostrazioni, e si ritrovera questo procedimento ad ogni
istante, accanto al sillogismo atistotelico.

Pertanto ci accorgiamo che gli analisti non sono dei semplici
fabbricanti di sillogismo come 10 erano gli scolastici.

Infatti come si potrebbe credere che essi abbiano camminato
sempre passo passo, scnza mai avere la visione della meta che vole­
vano raggiungere?

Avranno ben avuto bisogno di indovinare la strada che condu­
ceva alia meta, e per questo hanno avuto bisogno di una guida.

Questa guida ~ anzitutto I'analogia.
Per esempio, uno dei ragionarnenti che sono cari agli analisti e

quello fondato sulle funzioni maggiotanti. Si sa che ha gia servito
a risolvere una grande quantita di problemi; in che cosa consiste
allora la originalita deU'inventote che vuol applicare questo ragio­
namento ad un nuovo problema?

Occorre anzitutto che egli riconosca I'analogia ehe intercotre
tra questo problema e quelli che sono gia stati risolti can questo
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metodo; occorre poi che egli si accorga del fatto che il problema
che 10 interessa e diverso da quelli che sono gia stati risohi e che
tragga da questa Ie modifiche da appertare al metodo.

Ma come ci si puo accorgere delle analogie e delle differenze?
Nell'esempio che ho appena citato, queste sono quasi sempre evi·
denti, rna avrei petuto cercare degli esempi nei quaH esse sareb­
bero state molto pi6 nascoste; spesso per scoprirle occorre avere una
sagacia non comune.

Per non lasciarsi sfuggire queste analogie nascoste, cioe per peter
essere degli inventori, gli analisti, can I'aiuto del senso e della im­
maginazione, devono avere it sentimento diretto di cio che fa I'unita
di un ragionamento, di cio che (per cosi dire) ne costituisce I'anima
e la vita intima.

Parlate con Hermite; 7 mai egli evochera una immagine sensibile
e tuttavia vi accorgerete subito che per lui Ie entits piu astratte sono
c:ome esseri viventi. Egli non Ie vede, queste entits, rna sente che
non sono costruzioni artificiali, e che esse hanno una specie di prin~

cipio di unita interna.
Ma, si dira, si tratta ancora di intuizione.
Dovremo dunque concludere che la distinzione da noi fatta al·

I'inizio era soltanto una apparenza, e che esiste soltanto un tipo di
intelligenza e che tutti i matematici sono degli intuitivi, 0 almeno
che 10 sono quelli che sono capaci di inventare?

No; la nostra distinzione cerrispende a qualche cosa di reale.
Ho detto poco fa che vi sono varie specie di intuizione. Ho anche
fauo vedere quale sia la differenza tra la intuizione del numero pure,
quella da cui puo nascere la induzione matematica rigorosa e la
intuizione sensibiIe, che vive a spe.se della immaginazione propria­
mente detta.

Forse I'abisso che separa questi due tipi di intuizione e rneno
profendo di quanto non si pensi a prima vista?

Forse con un po' di attenzione si riconoscera che 1a stessa intui·
zione pura non puo sussistere senza it soccorso dei sensi?

Questo problema ~ di competenza del metafisico e dello psico­
logo, e quindi io non 10 affrontero. Ma basta che esista un dubbio
perche io mi senta autorizzato a riconoscere e ad affermare che
esiste una differenza essenziale tra i due tipi di intuizione; perche

7 Charles Hermile (1822-1901), malemalico francese. si distinse per Ie ricerche
di leoria delle forme quadraliche e delle funzioni ellilliche e abeliane.
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esse non hanno 10 stcsso oggetto e mcUona in azione delle facalta
diverse della nostra anima: si potrebbe dire che sono due proiettori
diversi, che puntaoo su due mondi diversi.

L'intuizione del Duroera puro, queUa delle forme Jogiche pure,
rischiara 18 strada di quelIi che abbiamo chiamato « analisti »,

f:: lei che permette loro non soltanto di dimostrare, rna aoche di
inventare.

E per mezzo suo che essi coIgano con un solo sguardo J'intero
edificio Jogico nel suo schema generale. e ciC) senza che apparente·
mentc i sensi intervengano.

Respingendo it soccorso della immaginazione, che (I'abbiamo
vista) non e sempre infallibile, essi possono avanzare senza timore
di commettere degli sbagli.

Felici coloro i quali possono fare a mene dell'appoggio della im·
maginazione! Noi dobbiarno arnrnirarli, rna sono tanto pochi!

Guindi tra gli analisli ve ne saranno di quelli che sono degli
inventori, rna saranno pochi.

La rnaggior parte tra noi, se volesse cercare di vedere lantana
per mezzo della sola intuizione pura, sarebbe presa da vertigini. La
nostra debolezza ha bisogno di un bastone pill forte e, malgrado Ie
eccezioni di cui abbiarno appena parlato, resta sempre vero che la
intuizione sensibile e in rnatematica 10 strumento pill ordinario della
invenzione creativa.

A proposito delle uhirne riflessioni che ho fatto, sorge un pro­
blema che io non ho iI tempo di discutere e di risolvere qui, e nep.
pure di enunciare con gJi sviluppi che comporta. Si tratta del pro­
blema seguente: tra gli analisti puri si puo fare una seconda parti·
zione e distinguere quelli che si servono soprattutto della intuizione
pura da quelli che si preoccupano soprattutto ed anzitutlo della 10­
gica fonnale?

Per es. Hermite, che ho citato poco fa, non puo essere c1assifi·
cato tra i geometri che si servono della intuizione sensibile; rna non
si potrebbe dire che egli eun logico, propriamente detto. Infatti egli
non nasconde la sua anlipatia per i procedimenti puramente dedut­
tivi, che partono dal generale per andare al particolare.

Non pretcndo di sottomettere questo problema alia vostra atten­
lione, perche il tempo stringe e questa conferenza e diventata anche
troppo lunga.
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DAVID HILBERT

Jl nome del tedeseo David Hilbed ha un posta partieolare neUa
storia della matematiea per l'importanza dei risu/tati ehe si debbono a
lui e per la vastita degli interessi ed it numero de; campi in cui ha svolto
Ie sue ricerehe.

Oltre aile sue ricerche di analisi motematica, di algebra, di tooria
dei numeri, ricordiamo ehe Hilbert dediell mofte energie aIle rieerche
attomo ai jondamenti delIa matematiea. Jn particolare egli medito sui
jondamenti della goometria e (insieme a suoi affievi) alla logica jor­
male ed ai problemi riguardanti la teoria della dimostrazione.

Nel congresso internazionale dei matematici, tenutosi a Parigi net 1900,
Hilbert prommcio una jamosa eonjerenza nella quale eleneava un certo
numero di problemi non ancora risolli della matematiea e jaceva eosi
in eerto modo il punto sullo siluazione della matematica di quel tempo.

Diversi di quei problemi non hanno ancora trovato una risposta
oggi; altri hanno dato origine v ricerehe jondamentali per tutta Iv
matematieo.

Do quella conferenza, rimasta celebre, SOl10 tratti i passi ehe seguono.2

Chi non soUeverebbe volontieri it vela che ci nasconde l'avve­
nire, per gettare un colpo d'occhio sui progressi della nostra scienza
e per rendersi conto dei suoi sviluppi futuri?

In questa campo COSI fecondo e cosi vasto come la matematica,
quali saranno Ie mete particolari che si prefiggeranno i maestri del
pensiero matematico delle generazioni future?

Quali saranno, in questo campo, i nuovi metodi e Ie nuove ve­
rita che saranno scoperte, in questo secolo che sta corninciando?

La storia ci insegna la continuita dello sviJuppo della scienza.
Sappiamo che ogni epeca ha i suoi problemi, che vengono risolti

dall'epoca successiva, oppure vengono lasciati da parte come sterili.
e sostituiti con altri.

Se cerchiamo di rappresentarci it presumibile sviluppo della

I Nato a Koenigsberg nd 1862, sludib e inizib la sua carriera di docente nena
sua cittl nalale; net 1895 passb a GOllinga, dove fu profcssorc fino al suo ritiro
nel 19:>0 e dove mort nel 194:>. Net 1895 divenne membro dell'Aceademia di
Gotlinga, dal 1902 fu tra i responsabili dci Malhemalische Annalen.
2 IlteslO utili:u.ato ~ la traduzione franeese dell'originale (pubbliealo in Goeltinge,
Nachrichten, 1900), rivista da Hilbert. pubblicata in Comple rendu du deuxieme
congres interlUllional des Malhimaliciens (Paris, 6-12 aoGt 1900), Paris. Gauthier·
Villan, 1902; rislampa Kraus Reprint Limited, Nendeln·Liechlenstein, 1967.
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scienza matematica nel prossimo futuro, dobbiamo rimeditare nel
nostro spirito i problemi aperti e concentrare la nostra attenzione
sui problemi che sono sorti recentemente e dei quali attendiamo la
soluzione dall'avvenire.

II momento presente. aile soglie del ventesimo seeolo, mi serobra
bene scelto per una rassegna di questi problemi.

Infatti Ie grandi divisioni del tempo non solo ci permettono di
gettare uno sguardo sui passato, rna ci stimoJano aoche a pensare
all'avvenire.

Non si pub contestare il [aHo che certi determinati problemi
hanno avute una grande parte nello sviluppo della scienz8 matema­
tica, parte non minore di quell a che hanno avuto nel lavara dei
singoli ricercatori. Fino a che una branea della scienza ha molti
problemi da risolvere. essa ~ piena di vita.

La mancanza di problemi ~ un segno della morle 0 della fine
dello sviluppo di una ceria branca della scienza. Come in ogni ramo
della attivita umana e necessaria avere un fine da raggiungere, cosi
nella matematica e necessario avere dei problemi da risolvere.

La capacita e la forza del ricercatore si temprano nella risolu­
zione dei problemi; egli vi trova dei nuovi metodi e dei nuovi punti
di vista; scopre orizzonti piti vasti e piti Jiberi.

E difficile e spesso addirittura impossibile giudicare « a priori ~

del valore di un problema; perche un giudizio sui valore pUD essere
dato soltanlO quando si conosce il profitto che la scienza ha traUo'
dal problema stesso. Tuttavia ci si pUD domandare se non esistano
degli attributi generali. che caratlerizzano un « bel » problema ma­
tematico.

Un matematico francese dei tempi passati ha detto: «Una teo­
ria matematica non pUD essere considerata come perfella se non
quando si pub farla capire al primo individuo che si incontra per
la strada».

Orbene. questa chiarezza, questa limpid ita che viene richiesta
ad una teoria matematica da questa enunciato, io vorrei richiederla
ad un problema matematico perfetto.

lnfatti cia che e chiaro e limpido ci attira, cia che e nebuloso e
indeterminato ci respinge.

Perch~ un problema matematico sia attraente deve essere dif[j·
cile. rna non irresolubile, altrimenti si ride dei nostri sforzi. Ma in­
vece deve essere un vera e proprio fila conduttore attraverso il
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dedalo del labirinto delle verita nascoste, e ricompensarci dei nostri
sfoni con la gioia che ci procura la scoperta della verita.

I matematici dei secoli andati si occupavano con ardore della
ricerca della soluzione di certi problemi difficilissimi, e ne apprez­
zavano giustamente il valore. Mi contentero di ricordare it problema
della brachistocrona 1 di Giovanni Bernoulli.

Bernoulli, presentando it problema in pubblico, si esprime di­
cendo che I'esperienza ci dimostra come gli spiriti nobili non sana
mai tanto stimolati al lavoro per far progredire la scienza, come
quando si propongono Ioro dei problemi difficili ed utili; e, prose­
gue, egii spera di acquistare la riconoscenza del mondo matematico
se, COS! come avevano fauo prima di lui Mersenne,~ Pascal, Fermat,
Viviani ~ e altri, pone un problema agli analisti del suo tempo, af·
fincM essi possano, come con la pietra di paragone, verificare la
ecceUeoza dei loro metodi e misurare Ie loro fone.

E proprio da questo problema, come da altri analoghi, ha preso
inizio il calcolo delle variazioni.

Sappiamo che Fennat ha annunciato che la equazione di
Diofanto 6

(salvo per qualche case che salta agli occhi) non e risolubile in
numeri interi.

II problema della dimostrazione di questa insolubilita ci ofIre
un esempio molto chiaro della innuenza che puC> avere sulla scienza
una questione particolare ed a prima vista neppure troppo im­
portante. [ ... ]

Passando a un campo di studi del tutto diverso citero il pro­
blema dei tre corpi. Poincare, affrontando di nuovo questa difficile
problema e cercando di portare avanti Ie indagini per la soluzione,
ha scoperto dei metodi fecondi e di grande portata nella meccanica
celeste, metodi che oggi sono accettati e impiegati dalla astronomia
pratica.

1 Linea che, per un dato tipo di movimento, rappresenla il percorso pili breve
Ira due pUnli.
~ Marin Merscnne (1588-1648), malematico e Icol080 francese, frale minore, arnica
di Descartes.
~ Vincenzo Viviani (1622·1703). allievo di Galileo, propose nel 1692 il problema
di coslruire in una cupola emisferica qualtro lineslre egullii in modo che I'area
della superlicie Tenante fosse esatlamente quadrabile.
6 err. pagg. 88 c 116.
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Questi due problemi, queUo di Fermat e queUo dei tre corpi,
ci sembrano occupare come due polj opposti nell'insieme dei pro­
blemi; il primo euna libera creazione della pura ragione, iI secondo
e state formulato dagli astronomi ed e indispensabile per la cono­
scenza dei fenomeni fondamentali piu semplici della natura.

Accade spesso che un certo problema particolare riveli dei legami
con Ie branche piu diverse della scienza matematica.

CoS! per es. i1 problema delle geodetiche ha un posto importante
da! punta di vista della storia e anche dal punto di vista dei principi
della matematica, nei fondamenti della geometria, nella teoria delle
curve e delle superfici, nella meccanica e infine nel calcolo delle
variazioni. F. Klein, nel suo libro sull'icosaedro, ha mostrato molto
bene I'importanza del problema dei poliedri regolari nella geometria
elementare, nella tearia dei gruppi e delle equazioni, e nella teoria
delle equazioni differenziali lineari. [ ... ]

Dopo aver esposto la importanza dei problemi nella matematica,
vorrei esaminare la questione delle sorgenti aile quali la matematica
aUinge i suoi problemi. I primi e piu vecchi problemi della materna­
tica, in ogni sua branca, traggono la lora origine certamente dalla
esperienza, e sana ispirati dalla conoscenza del mondo eslerno.

Le regole delle operazioni sui numeri interi sono certamente
state scoperte in uno stadio di sviluppo inferiore della cultura della
umanitA, cost come ancora oggi il bambino impara in modo empirico
ad applicare quesle regole.

La stessa cosa si puo dire a proposito dei primi problemi della
geometria; problemi fonnulati nell'antichita, come la duplicazione
del cubo e la quadratura del cerchio, e questi problemi che si sono
presentati per primi nella teoria della risoluzione delle equazioni
numeriche, delle curve, del calcolo differenziale cd integraIe, del
calcolo delle variazioni, delle serie di Fourier e del potenzialc. Senza
parlare della ricchezza e della abbondanza dei problemi che appar­
tengono alia meccanica, alia astronomia, aUa £isica.

Ma, nello sviluppo progressive di una discipJina matematica, 10
spirito umano, incoraggiato dalla scoperta delle soluzioni. prende
coscienza della propria indipendenza; ed aHora si crea da se stesso
dei problemi nuovi e fecondi nel modo pili felice, senza un appa­
rente pretesto esteriore, rna solo per combinazione logica, per gene­
ralizzazione e particolarizzazione, per separazione e per riunione di
idee. E. allora 10 spirito che viene in primo piano e che pone dei
problemi. [ ...J
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E d'altra parte, mentre il potere creatore deUa ragione pura la­
vora, il mondo estemo fa di nuovo sentire la propria influenza, e ci
conduce, con fatti esterni, a nuovi problemi, ci apre nuove regioni
della scienza matematica.

E COSI, mentre cerchiamo di far rientrare questi nuovi domini
della scienza nel regno della pura ragione, incontriamo spesso anche
la risposta a veccbi problemi non risolti, e provocbiamo it progresso
delle vecchie teone nel modo piu vantaggioso.

Mi sembra cbe tante analogie stupefacenti nposino proprio su
questi scambi ripetuti tra ragione ed esperienza, COS! come questa
armonia, che appare come prestabilita, che viene COS! spesso rilevata
dai matematici neUe questioni, nei metodi, nelle concezioni di do­
mini diversi della scienza.

Esaminiamo ancora rapidamente Ie esigenze e Ie condizioni aile
quali deve soddisfare la soluzione di un problema matematico.

Al primo posto metterei 1a esattezza della soluzione. che deve
essere ottenuta con un numero fin ito di passaggi logici e deve ripo­
sare su un numero fin ito di ipotesi, foroite daJlo stesso problema e
formulate in ogni caso can precisione.

Ora questa condizione di deduzione mediante un numero finito
di passaggi logici non ~ altro che la condizione del rigore nella
dimostrazione.

Infatti iI rigore della dimostrazione, condizione che oggi ~ di
importanza proverbiale nella matematica, corrisponde ad un bisogno
filosofico generate del nostro spirito; d'ahra parte i problemi mani­
festano completamente la lora portata e la lora fecondita soltanto
soddisfacendo a questa condizione. Un nuovo problema che Irae la
sua origine dal mondo esterno, ~ come un ramb selvatico, it quale
si sviluppa e porta frutto solo dopa che ~ stato innestato, con tutte
Ie regole deJl'arte dd giardiniere, sulla pianta madre, cire sulle
conoscenze matematiche che noi possediamo completamente.

Del resto sarebbe errato credere che il rigore neUe dimostralioni
sia nemico della semplicit8. Invece vi sonG tanti esempi in contrario,
i quali dimostrano che iI metodo pili rigoroso ~ anche it pili semptice
ed it piu facile a capirsi.

La ricerca del rigore ci conduce a scoprire ragionamenti sempre
piu semplici, e ci apre inoltre la strada a metodi piu fecondi di quelli
antichi, cbe erano meno rigorosi. [ ... ]

Ma anche se io pongo it rigore come la prima condizione neces-
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saria nel ragionamento per la risoluzione completa di un problema,
tuttavia non posso non elevare la mia voce contro la opinione se·
condo la quale i soli problemi che ammettono di essere trattati in
modo perfettamente rigoraso sono quelli di analisi matematica 0 di
aritmetica.

Una concezione COS! ristretta del rigore ci condurrebbe infatti
ad ignorare tutte Ie idee che sono state tratte dalla geametria, dalla
meccanica e dalla fisica; una concezione cosiJfatta sbarrerebbe I'en­
trata a wtto cib che ci viene dal mondo esterno e, come ultima con­
seguenza, ci condurrebbe infine a respingere it concetto di continuo
e di numero irrazionale. Quale sorgente di vita estirperemmo dalla
malematica, se sopprimessimo la geometria e la fisica matematica!
AI contr&rio invece io penso che ovunque si presentino delle idee
matematiche, sia in filosofia (teoria della conoscenza), sia in gee>­
metria, sia in fisica, si pone it problema della discussione dei principi
fondamentali, che sana alia base di queste idee e della enunciazione
di un sistema completo e semplice di assiomi; e questa deve essere
ottenuto in modo che it rigore delle definizioni nuove e la lora pas·
sibilitA di applicazione non la cedano in nulla aUe antiche defini·
zioni aritmetiche.

A idee nuove corrispondono necessariamente dei simboli nuovi;
noi dobbiamo scegliere questi ultimi in modo che essi ci richiamino
i fenomeni dai quali Ie nuove idee sono state originate.

COS! Ie figure della geomelria sana dei simboli che ci richiamano
I'intuizione dello spazio, ed in questo modo Ie figure sono impiegale
da ogni matematico.

E chi ~ che, insieme con la doppia ineguaglianza 0 > b > c fra
tre quantitA 0, b, c, non si serve anche del disegno di tre punti, uno
aeeanto aU'altro su una retta, come simbolo geometrieo ehe traduce
la parola « fra »?

Quando si traUa di dimostrare un leorerns diffieile sulle funzioni
continue 0 sui punti di aecumulazione, chi di noi non impiega il
disegno, con figure di segmenti di retta 0 di rettangoli compresi gli
uni negli altri?

Come si potra fare a menD della figura del triangolo, di quella
del eerehio col suo centro oppure dei tre assi eartesiani ortogonali?

E chi potrebbe rinunciarc a rappresentare i vettari, a disegnare
Ie famiglic di curve e di superficie coi loro inviluppi, immagini che
hanna UDa casf grande importanza nella geometria difJerenziale.
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nella fondazione del calcolo delle variazioni, COS! come in altri rami
della matematica pura?

I segni ed i simboli della aritmetica sono figure scritte. COSI come
Ie figure della geomelria sono formule disegnate; nessun matematieo
potrebbe fare a meno di queste formule disegnate, COS! come non
potrebbe fare a meno. nei calcoli, delle parentesi 0 di altri simboli.

L'impiego dei simboli geometrici come metodo rigoroso di dimo­
strazione presuppone la conoscenza esatta degli assiomi che stanno
aUa base di queste figure, e iI completo dominic di questi assiomi;
e quindi necessaria una discussione assiomatica rigorosa del conte·
nuto intuitivo delle figure geometriche perche queste possano essere
incorporate nel patrimonio generale dei simboli matemalici. Come
in aritmetica, nella addizione di due numeri, non si debbono mettere
Ie cifre una sull'altra in modo inesatto, rna si debbono applicare
esattamente Ie regole, COS! Ie operazioni sui simboli geometrici deb­
bono essere determinate per mezzo degli assiomi della geometria e
della associazione degli assiomi.

La coincidenza tra il pensiero geometrico ed iI pensiero aritme·
tico si dimoSlra anche in questo: nelle ricerche aritmetiche, COS!

come nelle considerazioni geometriche. noi non risaliamo ad ogni
istante la calena delle deduzioni fino agli assiomi; al contrario, quan·
do altacehiamo la prima volta un problema di aritmetica, esatta­
mente come in geometria, noi facciamo anzitutto una catena di ra­
gionamenti rapida, incosciente, non sneora definitiva, con una con·
fidenza assoluta in un certo «sentimento aritmetico» e nella em­
cacia dei simboli delta aritmetica stessa; senza questa confidenza
non potremrno fare alcun progresso in aritmetica. COS! come non 10
faremmo in geometria senza la facolta di vedere nello spazio. [ ... ]

Trovano qui il loro posto in modo naturale alcune osservazioni
sulle difficolta che si possono incontrare nella soluzione dei pro­
blemi matematici e suI modo di superare tali difficolta.

Se non riusciamo a risolvere un problema di matematica, la ra­
gione e che non abbiamo ancora raggiunto il punto di vista gene·
rale, dal quale iI problema appare come un anelto di una catena di
problemi della stessa natura.

Ma una volta che noi abbiamo raggiunto questo punto di vista,
non soltanto il problema diventa pili abbordabile, rna noi siamo
anche in possesso di un metoda che si pUD applicare ai problemi
della stessa specie di quetlo considerato. [ ... ]
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Questo modo di giungere ai metodi pili generali e senza dubbio
it pili accessibile ed it pili sicuro; ed inCatti colui che cercasse dei
nuovi metodi seoza avere un problema determinato davanti agli
occhi, cercherebbe invano.

O'altra parte, almeno a mio avviso, nei problemi matematici la
particolarizzazione ha una parte piu importante della generaJizza­
zione. Quando ccrchiamo invano la risposta ad un certo problema.
nella maggior parte dei casi I'insuccesso dipende forse dat fatto che
non abbiamo ancora risotto, oppure abbiamo risolto in modo sol·
tanto incompleto, problemi pili semplici di quello che stiamo consi·
derando. Allora si traUa di trovare questi problemi pili semplici e
trovarne la soluzione con I'aiuto di strumenti i pili completi possi­
bile, e con I'aiuto di concetti suscettibili di generalizzazione.

Questo modo di procedere e come una leva potentissima, che
smuove Ie difficolta matematiche, e nella maggior parte dei casi ci
si serve, mi sembra, anche incoscientemente. proprio di questa leva.

Puo avvenire anche che ci si sfoni di raggiungere una soluzione
partendo da ipotesi insufficienti 0 mal comprese, e che quindi non
si possa raggiungere 10 scopo. Si tralta allora di dimostrare la impos·
sibilita di risolvere iI problema servendosi soltanto delle ipotesi enun·
ciate, oppure con quella interprelazione delle ipotesi. Gli anlichi ci
hanno dato i primi esempi di cosiffnlte dimostrazioni di irnpossibi·
lita; essi hanno dimostrato che in un triangolo rettangolo isoscele
I'ipotenusa ed iI cateto non hanno un rapporto razionale.

Nella matematica moderna la questione della impossibitita di
certe soluzioni ha una parte moho importante; molti problemi an·
tichi e difficili, come la dimostrazione dell'assioma delle parallele.
della quadratura del cerchio. della risoluzione per radicali della
equazione di 5° grado, hanna avuto una risposta soddisfacente e
rigorosa proprio in questo ordine di idee, anche se la risposta an·
dava in una direzione del tutto diversa da quella in cui originaria·
mente la si cercava.

II fatto importante di cui abbiamo parlato or ora e certi ragiona­
menti filosofici hanna fatto nascere in noi la convinzione (che pro­
vochera certamente una divisione tra i matematici, rna che finora
nessuno ha puntellato con una prova) che ogni problema materna­
tico determinato deve pater ottenere una soluzione rigorosa, sia can
una risposta diretta alia questione soJlevata, sia con la dimostra-
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zione della impossibilita della risoluzione, eire con Ia dimostrazione
della necessita dell'insuccesso di ogni tentativo di risoluzione. [ ... ]

BencM questi problemi appaiano inabbordabili e bencM noi
pensiamo di essere disarmati davanti ad essi, noi siamo tuttavia can­
vinti che si debba poter risolvere questi problemi con un numero
finito di deduziooi logiche.

Questo assioma, della possibile risolubilita di ogni problema, e
forse una proprieta caratteristica ed esclusiva del pensiero matema­
tico, oppure e una legge generaIe del modo di esistere della nostra
conoscenza, cioe una legge secondo la quate ogni problema ehe la
nostra mente si Cormula debba poter avere una risposta dana nostra
stessa mente?

Del resto anehe presso altre scienze ci sono dei ·problemi antiehi
che sono finalmente stati risolti in modo soddisfacente con Is dimo­
strazione della lora impossibilita e che, ciononostante, sono stati uti·
lissimi per 10 sviluppo della scienza.

Ricordero per es. il problema del mota perpetuo; dopo tanti ten­
tativi infruttuosi per costruire una macchina che realizzasse it moto
perpetuo si giunse finalmente a cereare Ie relazioni tTa Ie forze della
natura che rendono impossibile un mota perpetuo; questo problema
inverse oondusse alia scoperta del principio di conservazione della
energia. principio che, a sua volta, conduce a spiegare 18 impossibi­
Iita del moto perpetuo, COS! come era concepito in origine.

Questa convinzione della possibilita di risolvere ogni problema
matematico eper noi un ineoraggiamento prezioso durante it lavoro.
Noi sentiamo sempre risonare in noi stessi questa voce: «Ecco it
problema, cereane la soluzione. Tu puoi trovarla con it solo ragiona­
mento. Mai un matematico sara ridotto a dire: [gnorabimus It.

La folia dei problemi matematici e inesauribile: quando un pro­
blema e risolto una moltitudine di altri ne prende il posto.

In cib che segue cerehero, come preva di cib che ho detto fin
qui, di proporre alcuni detenninati, presi da diverse branche della
matematica, iI cui studio potrebbe condurre al progresso di questa
scienza.

Gettiamo uno sguardo ai prineipi dell'analisi e della geometria;
gli avvenimenti piu importanti che si sono verificati in questo
campo nel XIX secolo sono, mi sembra, la concezione aritmetica
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della nozione di continuo, che si trevs in Cauchy,7 Bolzano e Cantor,
come la scoperta della geometria non euclidea faua da Gauss, Bolyai
e Lobacevskij.

Attirerb dunque la vostra attenzione anzitutto su qualche pro­
blema che appartiene a questi campi.

A questo punta Hilbert inizia la celebre espoSIZlone dei problemi·
aperti della matematica, esposizione che, per la sua t«nicita, non ~
siamo riportare qui.

7 Augustin Louis (Baron) Cauchy (1789-18.57), uno tra i pili grandi matematici
francesi modemi, ponb numerosi e fondamentali contributi nell'analisi matematica
e in altri campi della matematica.

JACQUES SALOMON HADAMARD

11 fraru:ese Jacques Salomon Hadamard' e state UItO dei grandi mate­
matici degli uitimi cento anni e ha dato molti importanti contributi in
diversi settori della matematico.

Noi qui vogliamo pero considerare non questi conlributi, che sarebbe
arduo presentare in modo comprensibile a chi non ha UIUl preparazione
speci/ica, ma alcune pagine del saggio La psicologia deU'invenzione net
campo matematico,l che, oltre a preziose indicazioni di carattere psico­
logico sullo matematica, contengono importanti considerazioni su que­
stioni di carattere piu generale.

Hadamard ha latto una analisi interessantissima della psicofogia del
matematico e dei procedimenti interiori con i quali fa mente giunge afla
scoperta di una vedta maJematica.

Egli. con la sua testimonianza, dimostra ancora UIUl voila che la
scoperta malemalica COSIituisce un procedimento molto complesso nel
quale la fantasia e 10 intuizione, la logica e l'esperimento concreto hanno

I Nato a VersaiUes nel 1865. studib alia £cole Normale e alia ecole Polytechnique;
divenne professore del Coll~ge de France della £cole Polylechnique e della ecole
Centrale des Arts et Manufactures; ne1 1912 divenne membro dell'lnstitut de
France (Acad~mie des Sciences). Morl nel 1963.
2 The Psychology o/Invention in the Mathematical Field. Dover Publication, Inc.•
1954, copyright Princeton University Press, 194~.
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il lora posta, anche se 10 commistione di questi vari elementi e divers«
da soggetto a soggetto, a seconda della personaUta del singolo scienziato
e del suo gusto.

Prese/ltiamo un posso /lei quofe Hadamard porta di altri materna­
tici, ri/acendosi anche a Poincare e Uti posso tiel quale poria di se stesso.

INTELLIGENZE LOGICHE ED INTELLIGENZE INTUITIVE.

ASPETTO POLITICO DEL PROBLEMA

Dopo di aver parlato degli studenti di malematica, parliamo ora
dei matematici veri e propri, cioe di coloro che non soltanto sono
capaci di capire una teoria matcmatica, rna anche di costruime del­
le nuove. Ora non soltanto costoro sono diversi dai semplici stu­
denti, rna sono anche molto diversi tra loro.

£ stata rnessa in rilievo una distinzione fondamentale tra i mate­
matici: alcuni sono «intuitivi » ed altri sana «Iogici ». La distin­
zione e stata fatta dn Poincare cd anche dal matematico tedesco
Klein.

Ecco quello che dice Poincare in proposito: «I maternatici di
un certo tipo sono preoccupati soprattutto daUa logica; a leggere i
loro lavori si e tentati di pensare che essi abbiano avanzato passo
passo, come faceva Vauban, it quale spingeva Ie sue trincee verso la
fortezza assediata, senza lasciare nulla al caso. I matematici del­
I'altro tipo sono guidati daUa intuizione e fanno delle conquiste
veloci rna spesso precarie. come i cavalJeggeri della avanguardia_.

Klein ha introdotlo anche la politica in questo problema; egli
dice: «Sernbra che una certa intuizione spaziale elementare sia
tipiea della razzs germanica, mentre il senso critico e puramente
logico e pill sviluppalo presso la razza latina e la razza ebraica ».

Si vede abbastanza bene, esaminando alcuni esempi, che questa
asserzione non corrisponde ai fatti.

t chiaro infatti che Klein implicitamente considera la intuizione,
con il suo carattere misterioso, 5uperiore alIa strada prosaica della
logiea e che egli e evidentemente felice di attribuire ai suoi compa­
trioti questa superiorita.

Abbiamo avuto un esernpio di questo tipo di etnografia con il
Nazismo; rna evidenternente c'cra gia qualche cosa di analogo
nel 1893,

Ogni volta che la passione nazionalistica entra in gioco, si tro­
vano delle interpretazioni tendenziose dei fatti di questo tipo. Uno
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dei nostri piu grandi scienziati e storid della scienza, iI fisico Duhem,l
fu portato fuori strada aJl'inizio della prima guerra mondiale da
considerazioni di questo tipo, svolte nella direzione opposta. In un
articolo abbastanza analitico egli presenta gli scienziati tedeschi e
soprattutto i matematici, come mancanti di intuizione, oppure come
sprezzanti della intuizione. (:: difficile capire come egli pessa c1assifi­
care in questo modo un uomo come Bernhard Riemann, che e indub·
biamente uno degli esempi piu tipici di intelligenza intuitiva. L'af­
fermazione faua da Duhem nel 1915 appare altreuanto irragione·
vole di quella faua da Klein nel 1893. Infatti se fosse vera I'una
oppure I'altra del1e due affermazioni si capirebbe subito che ne i
francesi ne i tedeschi avrebbero fauo aleuna scoperta significativa.

In questo ordine di idee la cosa che mi senti rei di rimproverare
ai matematici tedeschi e il ricorso metodico e pedante aile serie
piuttosto che agli integrali in certe dimostrazioni di analisi e nelle
applicazioni aritmetiche dell'analisi; ricorso che e dovuto soprat­
tutto all'influenza di Klein e che appare piu «Iogico », mcnlre i1
ricorso agIi inlegraIi appare pill « intuitivo It. Forse c'e una compo­
nente di nazionalismo aoche in questo, perche Ie serie sono state
impiegate da Weierstrass (un tipico « logico It) la cui influenza ed
iI cui prestigio SODO stati enonni tra gIi studiosi tedeschi, memre,
in ricerche analoghe, Cauchy oppure Hcnnite hanno utilizzato degli
imegrali (che d'altronde sana stati utilizzati anche da Riemann).

11 punto di vista di Poincare sul/'argomento

Poincare, piu saggiamcnle, a mio parere, non fa entrare la poli­
tica nella questione. Anzi, egli dimostra come sia priva di fonda­
menta la connessione tra politica e queste queslioni, perche, per
iIIustrare la diversita tra i due tipi di intelligenza, egli fa ricorso a
due francesi prima e A due tedeschi poi.

Tuuavia, dopo di aver acceltato il pumo di vista di Poincare
nelle sezioni da J a V. ora devo discostanni da lui. Abbiamo citato
iI primo paragrafo della sua conferenza; vediamo iI secondo, che
dice cosf:

4( II metodo non e impasto obbligatoriamente dalla materia che
si traHa. Si dice di soli to che i matematici del primo tipo sona
"anaIisti" e quelli del secondo tipo sono "geometri"; tuttavia esi-

1 Pierre Maurice Duhem (1861-1916).
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stono di queUi che rimangono "analisti It anche quando trattano di
geometria ed altri cbe rimangono .. geornetri" anche quando si occu·
pano di analisi matematica pura. £ la natura della loro inteUigenza
che Ii rende logici oppure intuitivi, ed essi non posseno non abbe·
dire aila loro natura quando iniziano una riceres ».

Cosa dobbiamo pensare di questo confronto tra i due paragrafi?
In entrambi ~ stata fatta una distinzione tra intuizione e logica, rna
partendo da fondarnenti diversi, per quanto legati tra loro.

E ci~ diventa ancora piu chiaro quando si analizzano gli esempi
portati da Poincare. Egli infatti a r. Bertrand," che aveva una visione
spaziale e concreta di ogni problema, contrappone la figura di
Hermite, i cui occhi «sembrano evitare di guardare 1a realta del
mondo » e che « aveva una visione della verita .. dal di dentro" ».

E certo che Hermite non aveva I'abitudine di pensare al con·
creto; egli aveva una specie di antipatia per la geometria ed una
volta, stranarnente, mi rimprovero di aver seritto un lavoro di geo­
metria. Naturalmente i suoi lavon di matematica applicata sono
pochi e non sono tra i suoi migliori. E quindi, dal punto di vista
di Poincare, egli dovrebbe essere considerato come un maternatico
« logico ... Ma e difficile chiamare Hermite un «Iogico... Nulla
pub essere piu lontano daUa verita di questa asserzione. Infatti pa­
reva che i metodi che egli esponeva fossero germinati nella sua
testa in un modo del tutto misterioso. Nelle sue lezioni alia Sor­
bona, che egli svolgeva con entusiasmo, gli piaceva incominciare Ie
dimostrazioni can la frase: .. Partiamo dalla identita ..... , e qui
scriveva una formula che era senza dubbio vera, rna che nella sua
testa era nata non si sa come. [ ... ]

... Ho desiderato di capire cib che avviene nella mia mente
quando cerco di costruire 0 di comprendere {ho detto prima che non
vi emalta differenza} una dimostrazione matematica.

Ripeto che Ie parole sono totalmente assenti daUa mia mente
quando pense realmente e sono pienamente d'accordo con Galton S

nel sensa che quando ho ascoltato 0 letto una questione, ogni parola

.. Joseph Bertrand (1822-1900), francese, enfant prodige, lnsegn/) alia £cole Poly·
thecnique e 81 College de France; fu accademico di Francia e stgretario a vita
della Acadtmie des Sciences.
S Sir Francis Calton (1822-1911). scienzialo inglese iniziatore degli studi di euge­
nelica, precedenlemente chalO da Hadamard.
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scompare nella Mia testa quando incomincio a pensarci veramente;
Ie parole riappaiono soltanto quando ho compiuto oppure abbando­
nato la ricerea, COS! come avveniva a Galton; e sono anche piena·
mente d'accordo con Schopenhauer' quando egli scrive che « I pen·
sieri muoiono nel momento in cui vengono incamati in parole ,..

Rilengo essenziale sottolineare che il mio atteggiamento ~ uguale
nei riguardi detJe parole e dei simboli algebrici.

10 Ii impiego quando devo fare dei calcoli alia svelta; rna quan­
do il problema cornincia a diventare difficile, Ii abbandono, come
se fossero un bagaglio troppe pesante da portare e usc delle rappre­
sentazioni concrete, rna di natura del tutto diversa.

Un esempio di questo tipo ~ gia conosciUlO nella storia della
scienza. ~ slalo fomito da Eulero per spiegare Ie proprieta del sil·
logismo ad una principessa di Svezia. Egli rappresenta Ie idee gene­
rali con cerchi. Allora, se dobbiamo pensare a due categorie di enti,
A e B, tali che ogni A e anche un B, immagineremo it cerchio A in·
terno al cerchio B. Se invece nessun A e un B, allora immaginiamo
i due cerchi A e B I'uno fuori del1'altro; se infine qualche A e
anche B e qualche allro A non ~ un B, immagineremo i due cerchi
come intersecantisi.

Personalmente, dovendo ulilizzare un si1logismo, non 10 farei
con parole (percM !e parole difficilmente mi permetterebbero di
capire se it ragionamento ~ giusto oppure no), rna utilizzerei delle
rappresent8zioni analoghe a queUe di Eulero, con la sola avver­
tenza che utilizzerei delle figure chiuse anche non circolari, percM
non mi pare che sia necessario utilizzare dei cerchi per poter imma­
ginare delle figure che stanno l'una completamente dentro (oppure
completamente fuori) dell'altra.

Per trattare un esempio piu semplice prendiamo la dimostra·
zione ben nota ed elementare del tecrerna che afIenna che « Ia sue­
cessione dei numeri primi e infinita ,..

Ripeterb i passi successivi della dimoslrazione del teorema, ed
accanto a ciascuno di essi cerchero di descrivere Ie immagini che si
fonnano in corrispondenza neUa mia fantasia.

Si tratti di dimostrare, per esempio, che esiste un numero primo
maggiore di t I .

• Anhur Schopenbauer (1788-1860), filosoro ledesco.
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1) Considero i numeri primi da 2 fino ad 11,
e corrispolldentemente

Veda una Massa conCusa.

2) Formo il laro prodatto: N = 2 . 3 . 5 . 7 . II,
e corrispondentemente

Poiche N e un numero abbastanza grande, immagino un punto, ab­
bastanza lantana dalla Massa canfusa di prima.

3) Aumento il prodotto di I, cioe considero N + 1,
e corrispondentemente

Veda un secondo punto, un po' dietro il primo.

4) Questa numero, se non e primo. deve ammettere un divisare
primo, che e iI numero che cerchiama,

e corrispondentemente
Vedo un punta, tra la massa confusa ed it primo punto.

Quale e I'utilita di questo insieme di immagini nebulose e strane?
Certamente esse non mi richiamano alcuna proprieta dei numeri
primi a della divisibilita tra numeri ecc. ecc. [ ... ]

Ma nello stesso tempo ci si pub render conto facilmente del
fauo che questo meccanismo di immagini (o un meccanismo ana­
logo) mi pub essere necessario per capire la dimostrazione.

Ho bisogno di queste immagini per avere una visione simul·
tanea di tutti i momenti della dimostrazione, per tenerli insieme, in
una parola per fare quella sintesi di cui ho parlato e per dare al
problema la sua fisianomia.

Tutte queste immagini non mi danno alcuna infonnazione spe­
cifica (cioe non mi danno akuna praprieta dei numeri primi e della
divisibilita degli interi), rna mi aiutano a mettere insieme tutte que­
ste proprieta...
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FEDERIGO ENRIQUES

Federigo Enriques,1 uno dei piu grandi malematici italiani degli ultimi
cento anni,2 e J'autore delle pagine (tratle da Le matemaliche nella sto­
ria e nella cultura) che abbiamo riportato come appendice alla «pre­
lazione ». Presentiamo qui un suo passo) ehe appare in certo modo esem­
plare per capire motte case che della matemotica difficilmente vengono
comprese da chi conosca questa scienza so/tanto dall'esferno ed aUra­
verso i trattati.

Jl litolo di questo passo, L'errore neUe matematiche, potrebbe essere
considerato come porzialmente paradossale, do chi eoneepisca 10 mate­
matiea come la seienzo esatta per ontonomasia e quindi priva di errori,
nef senso ballale del termille.

Inlotti la deduzione rigorosa, a volte addirittura pedante, viene COli­

siderata come una delle earatteristiehe londamentali della matematica,
caratteristica ehe distingue questa scienza do altre che invece lasciano
if posto alia ignoranza ed all'errore.

Sta di latto inveee che nel suo divenire, nef suo lormarsi, nel mo­
mento deJla invenzione e della r;cerea /0 matema/iea non pull lare a
mello della intuiziolle e della lall/asia e ehe molto spesso i matematicj
cadono in errore.

Come si vedra, Enriques presenla vari casi in eui ; matematici sonG
caduti in errori per varie ragion;; ma paradossalmente egli osserva ehe
/'errore costituisce, oltre che un tributo necessario alia natura umana
ed aile sue debo/ezze, anelle uno stimofo per la r;cerea, per la erWea;
si potrebbe dire ehe spesso ('errore e stato addirittura «Ieliee» per­
che si e ridotto semplieemente a trascurare eerte preeauzioni logiehe
elle avrebbero imbrigliato 10 lantasia del rieereatore e del ereatore di
una nuova teoria.

I Nato nel 1871 a Livomo, 5i laurd) a Piss nel 1891. Fu professore di gtometria
proiettiva e descrittiva nell'Universitll di Bologna dal 1896 e di geometria 5uperiore
nell'Universitll di Roma dal 1922; nel 1938 per Ie leggi raniali lu allonlanato dal
suo insegnamento, nel quale fu reintegrato nel 1944. Morl aRoma nel 1946.
Socio nazionale dell'Accademia dei Lineel, appartenne anche a numerose allre
ac:cademic nnionali e estere e lu nominato dottore honoris CQWO da varie universilll
straniere.
1 In particolare, insieme con Guido Castelnuovo e Francesco Severi, egli viene
considerato come uno dei rappresentanli principali e pili autorevoli di quella
scuota di gtometria algebrica che, proprio in grazia degli apporti di questi uomini
(e di altri numerosi e valenti), viene classificata come «seuola italiana ».
) L'errore neUe matemaliche, in «Periodico di matemaliche _, 1942 (serie IV,
vol. XXII, pag. S7-(5); per Ie ragioni cbe verranno esposte nel testo, "articolo
~ firmato Adriano Giovannini.

251



Momenti deUa matematica modema

Questo articolo ecomparso nel .. Periodico di matematiche. net 1942;
Ie leggi razziali, aUora vigenti in ltalia, impedivano a Federigo Enriques
di comparire come direttore deUa rivista che egfi aveva diretto per de­
cenni, e addirittura gli vietavano di apparire come autore di un artic%.
Pertanto egli firma l'articolo con 10 pseudonimo Adriano Giovannini,
e db gli permette di dire ironicamente nelle prime righe che • L'autore
di questo articolo non si presenta con un nome che gli dia autorita di
giudicare su cose matematiche.; ironia che ancora una volta dimo­
stra la superioritli della inteUigenza sulfa !orza e sulla stupiditli della
violenza.

L'ERRORE NELLE MATEMATICHE

Vautare di questa articolo non si presenta con un nome che gli
dia autoritA di giudicare su cose matematiche; tuttavia I'amore che
porta a questi studi nel lora aspetto storico, e Ie osservazioni che
ha avuto luogo di fare sulla psicologia dei rnaternatici, trovandosi
con alcuni di essi in rapporti d'intirna convivenza, gli consentiranno
Corse di esporre qualche riflessione, non del tutto oziosa, suI grande
problema filaso6co dell'errore, nella scienza e nella ricerca mate­
rnatica.

I matematici classici della seuola alessandrina, Euclide e Archi·
mede, ci hanna lasciato in eredits. il concerto di una scienza mate­
matica assolutamente sicura, nella quale, astrattamente, non vi e
errore possibile; in concreto l'errore del matematica e ricanascibiJe
come cantravvenzione a regale eerte di logica, la cui osservanza ri·
chiede soltanto una diligente attenzione, e puc essere esemplificato
co1l'errore del cantabile che sbaglia Ie samme in un rendiconto di
cassa.

Questo ideale della sicurezza delle matematiche, i modemi 10
hanna ripreso e a lora volta coltivato, ricercando criticarnente Ie
condizioni in cui esso, almena approssimativarnente, si avvera. Nei
tempi pili vicini a noi I'analisi dei logici-matematici tende appunto
a questo scopo, e riesce ad un resultato assai precise: l'ordinamento
logico di una teoria matematica, idealmente perfetta, si riduce ad un
sistema ipotetico-deduttivo di proposizioni, e la verita di queste non
e altro che dipendenza logica dalle ipotesi assunte. CoS! it teorerna
di Pitagora, vera nella geometria euclidea, appare falso nella non·
euclidea; secondo il criteria logistico il matematico resta indifferente
alia sua verits. a meno per riguardo a110 spazio che forma oggetto
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della comune intuizione 0 pretende di rispecchiare la realts lisica.
E non 501tanto il valore di verits dei teoremi, sf anche iI loro

senso diviene relativo ad un sistema di convenzioni arbitrarie. In
breve', la matematica diventa - con Bertrand Russell! - una scienza
in cui non si sa di che cosa si parH, n6 se cill che si dice sia vero
o falso.

£ chiaro che questa veduta non pull appagare iJ filosofo e che
una matematica vuota, ridotta al puro giuoco di combinazioni for­
mali, perde valore anche agH occhi della scienziato, aspirante a con·
templare nei suoi oggetti di studio un ordine di specie della natura.
Se. in luogo di paragonare iI matematico al cassiere, 10 paragoniamo
aU'azionista di una societs commerciale, questi non pull appagarsi
del semplice pareggio aritmetico di un bilancio, senza verificare, per
esempio, se sieno stati portati all'attivo crediti inesigibili.

Tuttavia Ie conseguenze pratiche del criterio logistico sembrano
non rilevanti; perche verificando la dipendenza logica d'un tecrerna
daJle premesse, comunemente accettate, della geometria euclidea, si
assicura la verita di essa per riguardo allo spazio della nostra intui·
ziane. Ma vediamo quale significato assuma I'errore nella valuta­
zione di colui che accetti, incondizianatamente, it criterio del rigore
logico.

Per iI logico la scienza fatta rivestira naturalmente Ia Corma as­
siomatica, sopra indicata; in agni esposiziane che se ne allontani si
riscontreranno, quasi ad ogni passo, errori. ° almena lacune. Si ha
una lacuna ogni qualvolta nel discorso si affenna che una propasi­
zione b si deduce da un'altTa 0 da un complesso di aItre propasi·
zioni 0, mentre la deduzione richiede it passaggio per qualche pro­
pesizione intermedia non enunciata.

Questa maniera di considerare Ie cose offre prospetlive favore·
voti a caloro che hanna una cancezione spartiva della scienza, per·
che iI perfezionatore di una teoria, che pessa vantarsi di aveme data
per primo un'espesizione rigorosa, crede di acquistare COS! un di­
ritto di proprieta in confronto degli autori della scoperta. £ un
giuoco assai ameno che da qualcuno si fa con arte, talvolta mediCi­
cando alquanto la via segnata dai predecessori, per rendere meno
riconoscibile la paverte. dei nuovi apporti aile dimostrazioni gis
conseguite. Ma lasciamo da parte cill che non interessa la scienza!

£ difficile segnare i limiti era una piccola e una grande lacuna,
ed anche fra J8 lacuna e I'errore propriamente delto. Piccola lacuna
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sarebbe quella che costituisce iI sottinteso di un'esposizione pill 0
meno somrnaria, e anche un passaggio ingiustificato che richieda
qualche facile cornplernento. Ma si sdrucciola dalla lacuna neJl'erro­
re, se pure agevolmente correggibile, se si sia creduto comunque di
giustificare il mancato passaggio enunciando un legame di dipen­
denza che patisce eccezioni. Anche piu difficile riesce distinguere
I'errore daUa lacuna quando si trani di un passaggio non stretta­
menle logico, rna essenzialmente intuitivo.

Ai tempi di Eudosso di Cnido si poteva ricevere iI tecrerna di
Pilagora sui triangoli rettangoli, ritenendolo dirnoslrato merce la
similitudine del lriangolo ai due in cui esso viene diviso dall'altezza
relativa all'ipotenusa. Siccome i teoremi sulla sirnilitudine si fonda­
vano allora sulla commensurabilita dei seguenti proporzionali, si
aveva COS! una lacuna, che 10 slesso Eudosso ebbe a colmare co­
struendo la teoria dei rapporti irrazionali, rnentre Euclide propo­
neva piu tardi la sua nota dimostrazione del teorema di Pitagora,
indipendente dal concetto della proporzione. Pertanlo si pub dire
che, prima della costruzione critica d'Eudosso, la dirnostrazione del
tecrerna di Pitagora lasciava una lacuna per chi la riceveva ammet­
tendo come ipotesi la commensurabilita dei lati del triangolo rettan­
golo e postu]ando che dal caso commensurabile si dovrebbe passare
(per continuita) a1 caso incommensurabile, ed invece conteneva un
errore per chi affermasse la commensurabilita di due segmenti 0

grandezze qualsiasi.
Archimede e Galilec, in diversi modi, hanno lenlalo di dime­

strare la condizione d'equilibrio della leva (che e l'uguaglianza dei
momenti statici prodotli dei pesi applicati dalle due parti per i ri­
speuivi bracci di leva) sulla base del principio di ragion sufficiente,
cioe mediante sernplici considerazioni di simmetria. Queste dime­
strazioni non hanno un valore streltamente logico, e vengono criti­
cale da E. Mach.· Fermiamoci un momento, sulla dirnostrazione di
Ga1i1eo.

Galileo assume che un trave AB venga sospeso pei suoi estremi
ad un'asta rigida parallela, sospesa questa nel suo punto di mezzo;
il sistema e in equilibrio per ragione di simmetria. Ora, se si rompa
iI trave in un punto C, i due segmenti di esso verranno a cadere; per
irnpedirlo basta applicare nei due punti estremi, coincidenti 0 vicini
a C, una sospensione, come queUe che si hanno in A e 8. Ma ]'equi-

• Ernst Mach (1838-1916), fisico e 6105010 austriaco.
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librio dei due travi AC e BC si assicura egualmenle sospendendoli
all'asta rigida pei loro punIi di mezzo. Cosi la leva e caricata di pesi
diseguali in ragione inversa dei suoi bracci, ed e visibilmente in
equilibrio.

II Mach non ha torlO di
notare che, in queslo ragio-.
namento, si suppone qual-
cosa; per esempio, che nul·
la muti I'equilibrio della
leva quando (collo spezza­
mento del trave AB) si sop­
prime un legame rimpiaz·
zandolo con un altro (sospensione in C) ovvero che it cenlro di
gravita della somma dei due travi AC· BC, sia quello stesso del
trave non spezzato AB. Ma i1 critico arriva a giudicare il discorso
come un circolo vizioso, ritenendo che tali ammissioni equivalgono
al principio che si vuol dimostrare. Chi esamini la dimostrazione di
Galilei cercandovi soprattutto un argomento che fa appello alia no­
stra intuizione (0, se si vuole, un'esperienza pensala) non accettera
facilmente la conclusione trappo severa!

Invero iI principio dell'equivalenza dei momenti non ha affatto
I'evidenza delle ipatesi che s'introducono nel discorso galileiano, il
quaJe percib - nonostante la lacuna 0 I'errore che il logico passa
scoprirvi - resta bellissimo e conserva it suo valore per chi investighi
i postulati della statics.

Non a caso i grandi fonda tori della scienza moderna ricorrono
spesso all'intuizione per trame Ie pili importanti scoperte, giacche
la filosofia razionalislica che ispira Ie loro ricerche riconosce appunto
alIa ragione, non gia l'ufficio di un puro intelletto logico, rna quello
della ragione matemalica, che e pensiero intuitivo, scoprilore di rap­
parti necessari ande si fa comprensibile la natura.

Alia stesso Galileo il Duhem rimprovera come paralogismo il
discorso in cui prava che la velocittl di cadula dei gravi e indipen·
dente dalla massa, adducendo che la riunione di due masse uguali
non puc aggiungere alla lora velocita di caduta. Questo argomento,
can cui egii dice essere stato persuaso dalla ragione prima che assi­
curata dal senso, non ~ - chiaramente - una dimostrazione logica,
tantoche non varrebbe se Ie forze sollecitanti la caduta dei gravi
fossera qualcosa di simile agli appetiti degli animali che si esaltano
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nell'associazione. Percic it fisico neoscolastico vede nel discorso ga­
Iileiano un errore, in cui un logico, come I'antico precursore della
dinamjca Giovanni Filopono,5 non poteva cadere. Diciamo in tal
caso: (austo errore, da cui esce una pill giusta comprensione deUa
dinamica!

Negli esempi che precedono si ~ parlato di errori·lacune, dove
la tesi affennata era sostanzialmente vera. Ma anche I'errore propria­
mente detto, ci~ la tesi falsa affennata come vera, puc costituire
un passo verso Ia scoperta della verits ed ha quindi un significato
non del tuuo negative nel progresso della scienza.

Fra i tanti esempi che si presentano in quest'ordine d'idee, ci·
tiamo I'errore di Gergonne,' che dal principio di dualits della geo­
metria proiettiva deduceva Ie curve algebriche d'ordine n dover es­
sere anche di dasse n, pereM - diceva - se fossero di c1asse
m > n si dedurrebbe per dualith n > m! Quest'affermazione aHatto
erronea ha porto occasione a Poncelet di spiegare I'imbarazzante pa·
radosso che qui s'incontra. mostrando che Ie curve generali d'or­
dine n sono bens! inviluppi di c1asse n (n - t), rna non sene invi­
luppi generali in questa dasse, onde resultano queUe formule tra i
caratteri di una curva che. in parte Poncelet stesso, 0 pill completa·
mente Pluecker 1 dopo di lui, hanno stabilito.

Le nostre osservazioni tendono a farei riconoscere in generale it
significato dell'errore come tentativo e passo verso la scoperta della
veritll. Diciamo « in generale » intendendo di esc1udere i puri errori
di disattenzione per fermarci a quelli che s'incontrano quasi neces­
sariamente nell'acquisto psicologico di una dottrina e spesso si ri­
specchiano nello sviluppo storico della scienza. C·~, pill 0 meno,
errore quando I'intuizione supers e dimentica Ie strette esigenze del·
la logica per affermare qualcosa che e vero (e riesce aHora incorn­
pletamente dimostrato) 0 ~ falso; anche in questo caso l'errore ci
mette neUe condizioni di scoprire it vero, ri6utando un'opinione a
cui la nostra mente sembri inclinare per natura 0 per influenza del­
I'ambiente.

Non ignoriamo Ie critiche diffidenti che oggi si muovono aU'in­
tuizione. L'intuizione c'inganna - dicono i critici dell'snalisi infini-

, DeliO anche .. il grammatico», filosafo e teologo greeo del VI secolo.
6 Joseph Diez Gergonne (l771·18S9), matematico francese.
1 Julius Pluecker (1801·1868), matematico e fisico tedesco.
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tesimale; essa pretende, ad esempio, che una curva continua am·
meUa di regola una tangenle in ogni punto,laddove la funzione con­
tinua che definisce la curva pub ben essere priva di derivata. Ma
l'errore non e proprio dell'intuizionc, anzi sorge da un rapporto
male aggiustato fra intuizione c logica: giacch6 si confondono una
classe di enti logicamente definiti (cire Ie curve rappresentative del­
le funzioni continue nel senso deU'analisi) e una famiglia di oggetti
della nastra intuizione, quali sono Ie curve (intuitive) del geometra.
Comunque aoche qui si pub dire: «felix error _, poicM la critica
che De scaturisce tende a riconoscere esplicitamente Ie condizioni
che definiscono i nostri enti intuitivi, e a generaHzzarli colla costru­
zione di altri oggetti del pensiero rnaternatico.

Discutiamo e approfondiamo iI significato della nostra afferma·
zione paradossale che l'errore e un passo verso la venti!!. II para­
dosso cessera di apparir tale se, in luogo di fermarsi staticamente
alia tesi erronea, si considen quests nello sviluppo della scienza;
integrando dialetticamente Perrore colla correzione dell'errore, che
da esso trae occasione e motivo. Per I'errore propriamenle detto, la
correzione si fa col mettere in evidenza qualche contraddizione con­
tenuta nella tesi accettata e COSt cot ridurla alI'assurdo.

Conviene osservare che I'errore, quale a noi si presenta neU'espo­
sizione d'una dottrina scientifica, e soltanto cib che rimane di una
serie di errori per cui la mente dell'sutore e dovuta passare nel suo
sforzo creativo; e che tutti questi errori superati sono parte essen·
ziale del detto sforza, come oggetto di una lotta che tende appunto
a vincerli e superarli.

Rilevare iI significato dell'errore nella costruzione scientifica non
significa affatto disconoscere cib ehe esso importa di negativo, con·
tro cui e d'uopo eombattere. Su questo vi sarebbe da serivere un
volume; rna ci Iimiteremo a poche osservazioni, rivolte soprattutto
ai giovani studiosi, intorno all'errore nella ricerea maternalica.

Per munirsi contro il pericolo dell'errore i matematici sogliono
suggerire di regola it piu minuto controllo del ragionamento e quin­
di la necessit! di un assoluto rigore logieo. Ottima cosa quando sia
passibile senza limitare 0 impaeciare troppa la rieerea scientifica!
Quando si tratti delle piu alte ed astruse doUrine, e di matematici
che non temono di volare in questi eieli, erediamo ad ogni modo
che la cura minuziosa del rigore logico non valga in concreto a evi­
tare 0 a dimiouire effettivamente Ie probabilitA dell'errore. PercM
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la mente tutta assorbita dal centrollo dell'esposizione formale del
ragionamento, rischia pili facilmente di lasciarsi andare aile appa­
renze fallaci di un'intuizione meno esercitata. E perche I'analisi che
si rivolga ai particolari di uno sviluppo deduttivo riesce talvolta a
distrarre I'attenzione da cia che fa la sintesi e it significato di tale
sviluppo, ove importa sopranutto distinguere il pi6 e il meno
essenziale.

11 vero rigore non si risolve in un'analisi delle espressioni ver­
bali, rna consiste piuttosto nella discussione di esempi caratteristici
e in particolare dei casi in cui la tesi che si accetla sembrerebbe
cadere in difetto. Anche in questo punto ~ suggestive per noi I'inse­
gnamento di Galileo, quando dice che del suo teorerna Pitagora,
prima di trovarne la dimostrazione, dovette essere assicurato dal
senso. 11 cammino della spirito umano e essenzialmcnte induttivo;
cioe procede dal concreto all'astratto. Percia la comprensione del
generate e bene sempre conseguire come un grado pi6 alto di qual­
cosa di pi6 facile che sia gift conosciuto, cioe come .c generalizza­
zione ». D'altronde !'esempio ha una virtu chiarificalrice che ne fa
\In valida istrumento della ricerca scientifica e, in pari tempo, un
prezioso mezzo di verificazione e di correzione delle dottrine. Ognu­
no che abbia provato ad impostare un problema particolare (di geo­
metria 0 di meccanica ecc.) sa bene come sia difficile far rientrare
un caso dato nello schema generale astratto, che pure la scienza ci
offra come oggetto di una trattazione completa. Ancor pi6 evidenle
e iI valore euristico degli esempi, perche ognun sa che il raffronto
di casi diversi in cui si palesi qualcosa di comune ~ allo a suggerire
alia nostra mente Ie pi6 belle generalizzazioni, additandoci COS! la
migliore posizione dei problemi, che ~ tanta parte del progresso della
scienza.

Tuttavia la nostra tesi che la cura del pi6 minuzioso rigorc 10­
gico non sia riparo sufficiente contro I'errore, questo insegnamento
che raccogliamo daU'esperienza, pua sembrare ancora ingiustificato
ed assurda.

Le ragioni del paradosso appariranno chiare a chi investighi piu
profondamente il problema delle origini dell'errore: se la mente
umana possiede la facolta di scorgere Ie proprieta degli oggetti in­
tuiti, come pua fallare? e come mai la possibilita dell'inganne non
varrebbe a scuotere la nostra fiducia? E. i1 problema che Platone
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pone nel Teeteta: mi lurba il non pater dire che sia questa passione
per cui ci capita di opinare it falso.·

Ma menIre 18 difficolta semhra quasi insoluhile per iI raziona·
Iismo del 61050£0 ateniese, it Dastra razionalismo, temperate nei can­
flitti coll'empirismo, consente piu facile la risposta. In verita I'in­
ganno non appartiene all'intuizione che si eserciti sulle immagini di
oggetti percepiti, rna s'introduce nel processo formativo dei concetti
astratti. Non sbaglia chi vede una superficie sferica 0 cilindrica 0 co­
nica non essere traversala in un punto del piano tangente, rna piuI­
tosto chi forma su codesti esempi il concetto astratto della superficie.
trascurando la possibilita di superficie a punti iperbolici (traversate
in ogni punto da) piano tangente). Anzi non errava Archirnede cosi
limitando iI concetto della superficie (ritenuta in ciascun pumo con­
cava 0 convessa) nella sua determinazione delle aree superficiali;
I'errore nasce solo se si trasporti inconsciamente il postulato limita­
tivo aIle superficie definite in senso piu largo. Similmente si dica
per chi imprenda ad esarninare i postulati dell'« Analysis situs ~,

se gli avvenga di opinare che ogni superficie possieda due faeee,
trascurando il caso delle superficie unilatere scoperto da Moebius.'

Anche I'errore svelato dai critici deU'« Analisi infinitesirnale»
di cui si e detto innanzi (curve continue senza tangente) si spiega
nel rnedesimo modo. SiccM pare che, in generale, l'errore non in­
firmi tanto I'intuizione. come rappresentazione visiva del partico­
lare, quanto I'estensione sua a concetti astratti. In qualche modo si
pub dire che esso non appartiene ne alia facolta logica ne all'intui­
tiva, rna s'introduce nel momenta delicato del loro raccordo. In con­
creto non ci sana una (acolta intuitiva ed una facolts logica distinte,
rna I'una e I'altra si fondono nell'units dialettica della spirito umana,
ad un tempo come solidali ed opposte. Invero l'astrarre (che rende
possibile di estendere I'intuizione a c1assi piu generali di oggetti)
e insieme un atto intuitivo e logico ed ha percib due significati 0

momenti strettamente connessi, che non debbono confondersi in un
processo mentale semi-oscuro.

CoS! dunque I'analisi del problema dell'errore viene a convali­
dare Ie norme che abbiarno tratto come arnmaestramento dell'espe­
rienza del lavoro dei matematici nella storia. Se e finehe la mate-

• Teeteto 197, cfr. ENRIOlll!.S e Dl SANTILLANA: Sto,ia del pensiero sdewifico,
pag. 157. (N.d.A.)
, AUglISl Ferdinand Moebius (17~1868). malematico e aslronomo tedesco.
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matica progredisca nel suo cammino millenario, senza isterilirsi nel·
I'esercizio di pedaoti senza fantasia, queste nonne conserveranno il
loro valore. e di frente (in opposizione solidale) aIle esigenze di una
logica sempre pill raff"mata, si affenneranno ancora i diritti dell'in­
tuizione, che ~ l'attivitA creativa della scienza.
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Le phi recenll opere dl maternallca, trattall 0 manuall, usano un Iinguaggio
completamente nuovo, rlcco e spesso comprenslblle solo agli Inlzlati e
non alia portats degll studentl e del neofltl.
Cuesto dlzlonarlo, dl cui sl sentlva ormal da tempo la necesslt! anche In
ltalla, permette dl conoseere e dl approfondlre 10 straordlnario svlluppo
verilicatosl net campo della matematica nel corso degll ultlml annl, svl­
luppo che sl • tradotto non solo In un continuo camblamento del pro­
gramml dl Insegnamenlo, rna, soprattutto, In un completo rlnnovamento
delta termlnologla.
II volume. Indlspensablle sla per gil studentl sla per tuttI coloro che de­
slderano avvlclnarsl allo studio della matematlca coslddetta "moderna ,,;
offre Inlaltl un panorama completo del concelll piu atluall, presenta 1'&Qul­
valenza delle diverse termlnologle eggl In usc precisandone Ie nolazlonl,
IntroduCil I slngoll conceltl In modo chiaro e slstemallco, facendoll segulre
da num8fOsl esempl chlariflcaton, e conUene anche brevi notlzie sui mag­
glorl maternatlcl contemporanel.

Graham Chedd
LE NUOVE FRONTIERE DELLA BIOLOGIA
vol. In 8', pp. 248

Gil ultlml ventI annl aono statl teallmonl della nasclla e del prodlglosl
successl dl una scienza - la bJologla molecolare - eM ha radicalmente
mutato la strategla d'allacco ad una delle plu anUche ed amblZlose sfide
raccolte daUa mente umana: ta splegazlone doitl mistero della vita.
Graham Chedd, apprezzato studlosc (6 direttore eelltorlale, per la sezlone
blologlca, dell'lmportante nvlsta New Scientist), sl accosta In questo libra
al mondo della biologla molecolare con affettuosa ammirazlone verso gll
arteflcl di una rivoluzione culturale dl tale portata da poter essere posta
a conlronto forse soltanto con j'affermazione della teoria evolutlva di
Darwin.
A..endo seelto come criterlo ordlnalore per l'esposlZ!one della materia
I'evoluzlone slorica dalle Idee e la successione temporale degli esperi­
mentl che di volta In voila hanno fornito conforto ad esse 0 Ie hanno smen­
tite, I'autore restitulsce Intallo quel clima dl successi e delusionl, dl
entuslasml e rlplegamentl critlcr che, pur essendo caratterlst1ca comuns
al procedere della screnza In ognl campo, • lamillare solo agll sclenziatl
stessi che dl quel proceders sano gil arteficl, e stugga lnvece aJ pubblico,
cui grunge unlcamente I'Informazlone sulle conquiste sa!damente acqulsite
eel ormai depurate da ogn! eco dl polemlca, dl travag1io, dl errorl, di spe­
ranze che ne hanno accompagnato II raggiungimento. II lellore sl vede cosl
oflerla da queste paglne la pOSslblllla dl glungere a conoscere II mondo
dl una Olovane drsclpllna sclentlfica cosl come 10 conosce 10 sclenzlato,
e dl rlpercorrere per ogn! conqulsla nnteTo cicio (osservazlon&-Ipotesl dl
lavoro-progeltazlone ed esecuzione della verlfica sperlmentale) di cui essa
rappresenta la concrullone.
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Emerge dal libra un quadro vivo e appasslonanla delle acqulslzionl teo­
fiche della biologia molecorsrs, delle sue possibill applJcazlonl praliche
In un futuro non pi" lonlana (debellamento delle malattle eredltarle B delle
Inlezlonl viTali: lotla al cancro; contrasto dl quel processo - j'lnveechls·
mento - che sl tenda crmar a conslderare non pili Inevltablle e in!flnseeo
a tutti r fenement vllall, bens! enomata alia stregua dl qualunque allra
malattle), delle sue mete amblzlose (risolvere Ie attivll! superlorl del car·
vello In termini lislco-chlmlci) ad anche, purtroppo, degll spellrl che I'ln­
quietents potenzialitA dl una sua branca appllcallva (l'lngegneria genetical
agl18 nell'anlma del nuoyl .. apprendlsti stregonl_.

Angelo Fadini - Gennaro Scognamiglio

ORIENTAMENTI DELLA MATEMATICA MODERNA
vol. In 8", pp. 256

Un volume eminentemente pralico in cui gli autorl, partendo da una Inte­
ressante premessa SUll'lmportanza e sulla poslzione della matematica nella
cullura moderna, presentano un breve rna esauriente panorama del fon­
damenti deUe plu attuall teorle matematlche quell quella degll Insieml e
deUe strutture algebrlche, per terminare con un'accurata esposizlone del
principall problemI didatticl relallvi all'lnsegnamento della matematica
moderna.
Un testo, dunque, Indlspensablle per i docenti, che trovano In esso
una gulda sicura per mlgllorare la propria tecnlca dl Insegnamenlo, rna,
nello stesso tempo, anche per gil autOOidatti, che possono reperlre, espo­
ste con estrema chlarezza e mediante numerosi esempl, Ie nozioni essen­
ziall per accostars! in modo nuovo e appassJonante a questa dlsclplina che
sempre magglor peso va assumendo nel mondo d'oggL

Saunders Mac Lane - Garrett Birkhoff
ALGEBRA
vol. In 8", pp. 600

Un normale trattato dl Algebra moderna mostra I numerl Interl, I numeri reatt,
1 numerl complessl, I pollnomi, I vettori, Ie matrlcl ed I determlnantl come
esempl dl gruppl, anelll, corpl, spazl vettorial1. In questo testo II materiale
slandard dell'Algebra vlene Invece presentato sistemallcamenle da un nuovo
punlo di vista: I slsteml asslomaUcl e Ie relazlonl dl equlvalenza su cui
sl fondano Ie costl1Jzlonl dell'Algebra moderna sono qui InlrOOoll1 e Iral­
tall can II Iinguaggio delle categorie, del funtorl, degli oggem universali
e della dualitit, linRuagglo essenzialmente dovuto agll autori di questa
libro.
II teslo e corredato da mottisslml eserclzl sla di tlpo tradlzionale, sia dl
Ilpo nuovo. tall da parmetlere a chi ne affronla 10 sludlo dl famlliarizzarsl
con Ie nuove Idee della leoria delle calegorla e copra amplamente gri
argomenll che di norma sono svolti in un corso unlversitarlo dl Algebra.



John G. Taylor
LE NUOVE FRONTIERE DELLA FISICA
vol. In 8', pp. 256

Gil awenimenti. Ie intuizioni, i problemi della fislca
moderna, dalla fisslone alia fuslone nucleare, dalla rela­
tivita alia classificazione delle particelle, dalla valid Ita
dei princlpi di conservazione aile teorie cosmologiehe
costitulscono I'argornento della trattazlone, svlluppata
non solo sotto II profllo storieo, rna soprattutto sotto
quello della loglca Intrinseca agli argomentl stessi.

Non solo gil eventi dunque, Ie prove sperimentali, Ie
ricerche, rna Ie teorle che portano I'ordlne nel caos appa­
rente del fani sperlmentali e ispirano Ie nuove ricerche
sono esposti dall'autore can I'entuslasmo dl chi vede
• altrettanta bellezza in una teorla flslca quanta ce n'~

in un quadro 0 In una composlzione musicale _. Cosf II
fenore, anche prlvo di preparazlone rnatematica, rirnane
coinvolto In quell'awentura del penslero che ~ II pro­
blema dell'eslstenza del quark 0 del taehlonl 0 quello
relativo alia natura del quasar, mentre scopre 11 modo
dl procedere della rlcerca e Intoisce Ie varle posslbllitA
degli svlluppl futorl della fislca.

Un'opera, dunque, entoslasmante, diretta sla ai pro­
fanl che vogliono accostersl a questa appasslonante di­
scipi Ina, sla agll • addettl al lavorl -, ai quail pub Inte­
ressare come sintesl del pensiero flsleo contemporaneo.


